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Einleitung. 

g 1. Die unler dem Namen hypergeometrische Reihen bekannten 
Funktionen sind Transzendenten von recht allgemeinem Charakter, die 
jedoch noch nicht allgemein definiert und gruppiert sind. Sie ent- 
halten als Spezialfälle eine grosse Zahl der in der Analysis gebräuch- 
lichen Funktionen und leisten bei der Auflösung von schwierigen 
Problemen aus der mathematischen Physik und der Astronomie vor- 
zügliche Dienste. Wir wundern uns deshalb nicht, dass diese Reihen 
von manchen Mathematikern zum Gegenstand ihres Studiums gemacht 
worden sind. In neuester Zeit, besonders seit Hiemann, haben die 
Untersuchungen der hypergeomelrischen Reihen auf die Kniwicklung 
der Theorie der analytischen Funktionen, sowie auf die Förderung 
der Theorie der linearen Differentialgleichungen einen mächtig fördern- 
den Einlluss gehabt. 

Vorliegende Arbeit nun stellt sich die Aufgabe, die Entwicklung 
der Theorie der hypergeometrischen Reihe von ihren Anfängen an bis 
zu den Untersuchungen von E. E. Kummer zu verfolgen. Es ist das 
etwa der Zeitraum von 1655 bis 1836. Wir werden dabei erkennen, 
dass die Bearbeiter dieser Reihe von zum Teil ganz verschiedenen 
Gesichtspunkten aus die Eigenschaften unserer Reihe zu ergründen 
suchten. Die Definition der Reihe legte sich also erst nach und nach 
in die jetzt gebräuchliche Form und es sei deshalb im folgenden auch 
besonders darauf geachtet, welche Definitionen den jeweiligen Unter- 
suchungen zu Grunde gelegt wurden. 
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I. 

§ 2. Wir treffen die Bezeichnung hypergeometrische Reihe 
(progressio hypergeomelrica) wohl zum erstenmal bei dem englischen 
Mathematiker Joh. Wallis (1616 — 1703), welcher in seinen Werken 1 ) 
im Anschluss an die geometrischen Reihen auch hypergeomelrische 
Reihen behandelt. Er definiert dort die hypergeomelrische Reihe als 
Analogon zur geometrischen Reihe in folgender Weise: 

Werden die Glieder der Reihe so gebildet, dass je das folgende 
aus dem vorhergehenden durch Multiplikation mit derselben Zahl 
entsteht, so erhallen wir die gleichmässige geometrische Progression 
(progressio geomelrica acquabilis); sind aber die forllaufenden Multipli- 
katoren ungleiche, wachsende oder abnehmende Zahlen, so heissl die 
entstehende Reihe eine hygergeomelrische. Als Beispiel einer ab- 
nehmenden hypergeometrischen Reihe giebt Wallis die Reihe 

3 15 105 n . „ 1( . ,., 

1> -y> -g-' -jg-» Die Multiplikatoren 

3 5 7 

sind beziehgsw. — und konvergieren hier beständig 

gegen 1 hin. 

Im Anschluss an obige Definition führt Wallis auch ein hyper- 
geomelrisches Mittel ein, für welches er das eigene Operations- 
zeichen Tir vorschlägt. Es hat jedoch dieses Symbol in der ganzen 
spätem mathemalischen Litleralur keine Aufnahme gefunden. Gleich- 
wie in einer geometrischen Progression jedes Glied das geometrische 
Mittel ist aus dein vorausgehenden und dem nachfolgenden Glied, also 

z. B. in der Reihe 3, 6, 12, 24, ... . 6 = \ ! Z . 12, so isl in jeder 
hypergeomelrischen Reihe ein beliebiges Glied das hypergeomelrische 
Mittel aus dem vorausgehenden und nachfolgenden Reihenglied. So 
wäre in der oben angeführten Reihe 1. s /«, ,5 A, • ■ • 

— = TT! 1 



2 1 8 

Die Operation, die durch das Zeichen III " angedeutet wird, ist 
aber in den wenigsten Fällen ausführbar und der Nutzen des Symbols 



') J. Wallis, Opera mathcmatica I Oxouiae 1695, Seite 466 (Scholion zu 
Propos. 190). Die Arbeit über die Reihen wurde aber auch schon 1655 in seiner 
Arithinetica infinitorum veröffentlicht. 
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besteht nun gerade darin, durch dasselbe die Operation bloss anzu- 
deuten. Wie man die Schwierigkeil des Wurzelausziehens durch Ein- 
führung der irrationalen Zahlen in die Arithmetik überwand, so glaubt 
nun Wallis mit demselben Rechte eine neue Art von Zahlen, auf die 
man durch Ausübung des Symbols TT1 stössl, in die Arithmetik ein- 
führen zu dürfen; ja er treibt die Analogie mit dem geometrischen 
Mittel noch weiter, indem er für das hypergeometrische Mittel aus 

3 4 n 

3, 4, .... n Zahlen die Operationsteilen TTIV Tll, . . . NT vorschlägt, 

8 4 n_ 

den Wurzeln \f , ^ , . . ,\J entsprechend Es mag hier nicht un- 
erwähnt bleiben, dass es Wallis vermittelst seines hypergeometrischen 
Mittels gelungen ist, das Verhältnis der Kreisfläche zum um- 
beschriebenen Quadrat anzugeben. 1 ) Er findet nämlich, dass sich die 

3 

Kreisfläche zum umbeschriebenen Quadrat verhält wie 1 : W 1 j — • Da aber 

Kreisfläche: Quadrat = r*/c : (2 r) 2 = ^- ist, 

4 

so wird 

3 4 

Hl 1 1 — — — Durch möglichst genaue Be- 

3 

Stimmung des hypergeometrischen Mittels iir 1 \ — gelangt er dann zu 

der bekannten nach ihm benannten Näherungsformel für /r 

4 3.3.5.5.7.7.... 

_ * 

st 2.4.4.O.6.8.... 
oder wie man diese Produktenformel jetzt schreibt 

7v .. 2 2 4 4 2n 2n 

~" " * 1 1 II 1 • • • »••••*• 



2 n = oo 1 3 3 5 2n— 1 2n-f-l 

Es war das die erste Formel, bei der eine bekannte endliche 
Zahl Tz durch eine ins Unendliche forllaufende Produklenreihe zur 
Darstellung gebracht wurde, was deshalb auch bei den damaligen Mathe- 
malikern ungeheures Aufsehen erregte. 
Die hypergeometrische Keine 

3 15 105 

1, -5- -r-, -p^-r von der Wallis seine 

£ O 4ö 

Produktenformel für ji herleitel, liesse sich auf folgende allgemeine 
Form bringen 

') Prop. 191. 
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m a a+b , (a-f-b) (a-f 2 b) (a-f-b) (a-f 2 b)- • • • (a-f-(n-l^b) 

a ' a ~b~' a "~b 2b - ' a ~b 2b (n-l)b ' 

deren Bildungsgesetz ohne weiteres klar ist. Für a = 1 und b = 2 
erhalten wir die obige spezielle Reihe. 

Bevor wir Wallis verlassen, sei nochmals darauf hingewiesen, 
dass er nicht nur die hypergeometrische Reihe in die Analgsis ein- 
führte und deren Definition in der allgemeinsten Form aufstellte, 
sondern dass er eine spezielle derartige Reihe gleich nutzbar machte 
zur Berechnung ton u, trobei er einen Grenzprozess anwandle, der 
für die damalige Zeit röllig neu war. welches Verfahren aber für die 
mathematischen Untersuchungen ein wesentlicher Fortschritt bedeutet, 
zumal auch heule noch solche unendliche Produktenreihen für unsere 
Untersuchungen unentbehrlich geirorden sind. 

II. 

§ 3. Nach Wallis finden sich eine geraume Zeit keine Autoren, 
die sich mit unserm Gegenstand eingehender beschäftigt hätten. Erst 
Leonhard Euler (1707 — 1783) befassl sich zu wiederholten Malen mit 
der hypergoometrischen Reihe. Seine Definition der Reihe lernen 
wir am besten kennen aus der Abhandlung: De termino generali 
serierum hypergeomelricarum. *) Dort definiert er bezugnehmend auf 
Wallis die hypergeometrische Reihe in ihrer allgemeinsten Form 
durch die Reihe 

a, a (a-f-b) a (a-f-b) (a-}-(n— l)b), 

so dass also nach ihm die Faktoren der einzelnen Glieder die Glieder 
einer arithmetischen Progression sind. Diese Definition nimmt Klügel 
in sein 1805 erschienenes mathematisches Wörterbuch auf. Er schreibt 
dort wörtlich im Artikel über die hypergeomelrische Reihe:') 

• Eine hypergeometrische Reihe ist diejenige, deren Glieder Pro- 
dukte aus den Gliedern einer arithmetischen Reifye nach ihrer Folge 
sind, so dass das n te Glied jener Reihe das Produkt von den n ersten 
Gliedern dieser ist.» Auch giebl Klügel dort an, Wallis hätte die hyper- 
geomelrische Reihe ebenfalls so definiert; indessen haben wir ge- 

•) Nova Acta Pctrop. T. VII, 1789, pag. 42, die Abhandlung .stammt aber 
aus dorn Jahre 1776 

*) Klügel, mathematisches Wörterbuch, Bd. II, Seite 723. 
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sehen, dass die Wallis'sche Definition weit allgemeiner ist. In jener 

TZ 

speziellen Reihe, die Wallis zur Bestimmung des Produktes für — 

benützt hat, sind Zahler und Nenner für sich einzeln nach diesem 
Gesetze gebildet, doch verlangt Wallis in seiner Definition durchaus 
nicht, dass die zum Anfangsglied beigesetzten Faktoren in arithmetischer 
Forlschreilung gebildet seien. 

Nach Euler ist also das allgemeine Glied der hypergeometrischen 
Reihe dargestellt durch das Produkt: 

a(a-f-b) (a+(n— l)b), das heisst 

wir haben eine Reihe, in welcher der Quotient aus einem Gliede in 
das vorhergehende eine ganze Funktion ersten Grades ist. Es ist 
ferner leicht ersichtlich, dass die Glieder dieser Reihe identisch sind 
mit den numerischen Fakultäten, die Kramp zum erstenmal untersucht 
hat, denn bei ihm ist 

a nIb = a(a+b) (a-f-(n— l)b). ») 

Über die Fakultäten von Kramp haben die Herren J. H. Graf 8 ) und 
Hans Schenkel 3 ) in eingehender Weise berichtet, weshalb hier einfach 
auf jene Arbeiten verwiesen sei. 

§ 4. Euler sucht nun in der oben ctlierlen Abhandlung einen 
Ausdruck für das allgemeine Glied seiner Reihe zu finden und führt 
für dasselbe, da es eine Funktion des Slellenzeigers ist, das Funklions- 

zeichen A ein - Er selzl a,so A n = a(a-|-b) (a-f (n— l)b), worin 

a und b konstant sind. Hieraus ergiebt sich sofort 

A(iH-l) = An-(M-nb) 

A (n+2) = A«- (*H-n b) (a+(n+l)b) 

A(n-H) =A«-(a+nb) , . . . (a+<n-|-i— l)b) (1) 

Analog ist 

Ai = a(a-f-b) (a-Ki-l)b) 

A(H-i^AKM-ib) 

A(H-n) =Ai-(a+»b) (a+U+n— l)b) (2) 

*) Kramp, Aualyse des rölractious astronoiuiques, Cap. III, Strassburg 1799. 
*J J. H. Graf, Einleitung in die Theorie der Ganimafunktion, Bern. 
s ) Schenkel, Kritisch-historische Untersuchung über die Theorie der Gaiiuna- 
fuuktion etc., Inaug.-Dissert. Seile 53. 
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[st i eine unendlich grosse Zahl, so dürfen offenbar die Faktoren 

(a-f-ib), a-Hi-f-l)b ? . a-f (i-fn— l)b 

als einander gleich angesehen werden und es wird 

A(i+n) = AHH-ib) n . 
Da für i = oo auch a-j-ib eine unendliche Grösse ist, darf für a jede 
andere endliche Grösse gesetzt werden, ohne dass dadurch das Resultat 
geändert würde. Selzen wir z. B. « an Stelle von a, so ist: 

A(i+n) = Ai(«+ib) n (3) 

Aus der Vergleichung von (1) und (3) folgt sofort 

(a-fnb)(a-|-cn-fl)b) (a-f (n-f i— l)b)' 

Setzt man hierin noch für A* den Wert > s0 wircl 
An-- a < a + b > (H-2 t>) a+(i-l) b „ 

^ (a-f-nb) (a+(n-|-l)b)(a+in+2)b) '"a+(n+i— l)b l " r ; 

n darf eine beliebige ganze, gebrochene, oder irrationale Zahl sein, 

i hingegen muss unendlich gross sein. Für endliche Werte des i wird 

der Fehler um so geringer, je grösser i ist. 

Setzen wir i = l, 2, 3, .... i und bezeichnen die zugehörigen 
Funktionen A n mil ^ H, . . . . A n > so wird 

1 = («+b) n 
a-f n b 1 

a-fnb af (n-|-l)b ' 

bei unendlich grossem i wird schliesslich 

Aa a-f-b a-f(i— l)b n 

n = — — r • — — -7— — —~r (a-\-i b) • 
a-f-nb a-f (nf l)b a-f (n-f-i— l)b k 1 } 

Mieraus bilden wir folgende Quotienten: 

II _ a-fb / «-f2 b \" 
I ~ a-f (n-f-l)b \ «f b / 

III af2b /«f3b\° 



II a-{-(n-f-2jb \ a-f 2b / 
dazu 

1 = ^F<°+ b >" 
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Diese Gleichungen mit einander multipliziert ergeben für recht grosse 
Ouolientenzahl: 



welches der gewünschte Ausdruck für das allgemeine Glied der hyper- 
geometrischen Reihe ist. Dieser Ausdruck wird dann in einer weitem 
Abhandlung betitelt: Yariae considerationes circa series hypergeo- 
melricas 1 ) auf verschiedene Beispiele angewendet und weiter unter- 
sucht. Übrigens war Euler schon früher zu diesem Werte für das 
allgemeine Glied auf ganz anderm Wege gelangt, jedoch erschien ihm 
die dort angewandte Methode nicht streng genug 2 ). Aber auch diese 
Methode kann uns nicht recht befriedigen, da die Hülfsgrösse i, die 
er zum Beweise benützt, als unendliche Grösse immer etwas unsicheres 
lässt, die Formel hat deshalb nur als Nährungsformel einen brauch- 
baren Wert. 

§ 5. In der Abhandlung: De curva hypergeometrica hac aequatione 
expressa y = 1 ■ 2 • 3 — \ 8 ), die der Zeil nach vor den eben erwähnten 
zwei Abhandlungen erschienen ist, untersucht Euler die dieser Funktion 
entsprechende Kurve. Er definiert überhaupt als hypergeomelrische 
Kurve diejenige Kurve, deren Ordinalen die Glieder einer hyper- 
geomelrischen Reihe sind. Für ganze negative Werle der Abszisse x 
sind die Ordinalen unendlich gross, für dazwischen liegende Werle 
abwechselnd negativ und positiv, derart, dass also für Werle des x 
zwischen 0 und — l die Ordinalen negativ, für Werte des x zwischen 
— 1 und — 2 die Ordinalen positiv werden u. s. w. Da diese Kurve 
in der Theorie der Gammafunklion 4 ) jeweilen eingehend behandelt 
wird, soll auf die Untersuchungen nicht weiter eingegangen werden, 
nur mag hier betont werden, dass Euler besagte Kurve jedenfalls 
zuerst konstruiert und ziemlich eingehend diskutiert hat, was meines 



1 ) Nova Acta aead. Potrop. T. VIII, 1790, p. 3. Die Abhandlung wurde 
aber schon 1776 geschrieben. 

2 ) Institut, calrul. difler. pag. 832. 

') Novi Comnientarit Academiae Sck-ntiarum Ituperialis Petrop. T. XIU 
pro 1768: P«-lropoli 1769. 

« I Siehe die oben citiertcn Arbeiten von J. H. Graf und H. Schenkel. 




/ cf3b 
\a-j-2b 
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Kraehlens von de« Arbeiten über die historische Entwicklung der 
Gaminafunklion viel zu wenig gewürdigt worden ist. 

§ 6. Ausser den genannten Reihen, die Euler speziell mit dem 
Namen hypergeomelrische Reihen benennt, untersucht er auch noch 
andere Reihen, die nach seiner Definition nicht mehr hypergeomelrische 
sind, die aber auf Grund der Wallis' sehen Definition zu den hyper- 
geomelrischen Reihen gezählt werden müssen. So sind die Resultate, 
die er in der Abhandlung 1 ): Specimen transformalionis singularis 
serierum bezüglich der Reihe 

a.b a(a+l)b(b+l) 
M.c ^ l-c2(c-j-l) ^ 
findet, ganz ausserordentlich wichtig, denn diese Reihe macht Gauss 
später zum Ausgangspunkt seiner Untersuchungen und sie ist gemeint, 
wenn man heule kurzweg von der hypergeomelrischen Reihe spricht. 
Die Abhandlung zeigt uns, wie diese Reihe in eine ganz gleich ge- 
baute umgewandelt werden kann, eine Transformalion, die wir später 
wieder treffen werden. Der Weg, der zu dieser Umformung führt, 
besieht darin, die vorgelegte Reihe in eine Differentialgleichung zweiler 
Ordnung zu verwandeln. Da diese Differentialgleichung in der spätem 
Entwicklung der Theorie unserer Reihe eine grosse Rolle spielt, mag 
hier die Eulersche Herleitung in gedrängter Kürze folgen. Wir be- 
dienen uns dabei aber der jetzt gebräuchlichen mathematischen Be- 
zeichnungsweise. 
Sei 

1 1-c ' 12c(c-j-l) 1 
Dabei sollen a und b nicht negativ ganz sein. Es wird 
ds = ab a(a-fl )h (b-f-l) 
d\ c ~*~ l-c(c-H) X ~ 1 

mit \ c multipliziert 

e ds _a-b a(a-fl)b(b+l) c _n 
V 1T-— X + l.c(e-H) X 

nochmals nach x differentierl 

^( s .-i)_.. bl - + «e±^fi±» ,-+.... (2) 



') Nova Acta Petrop. T. XII, pag. 58, 1794. Die Arbeit stammt aus dem 
Jahre 1778. 
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Wird Gleichung (1) mit x* multipliziert und nach \ dincrentiert. 
so wird 

A( s v.)=..-+^, •+••••• 

Diese letzte Gleichung mit x l>+,_ft multipliziert und nochmals nach x 
diflerenliert liefert: 

dT [^" L (*"»)] = "> + ?- ( ^f±ii x" + • ■ • • (3) 

Wird (2) mit x 1 * -0 multipliziert, so werden die rechten Seilen von (2) 
und (3) einander gleich, somit wird auch 

Hierin ist 

d ds 1 , , c -' ds i v c d ' s 

-dr| x TrJ =cx iir + x -^" 

Somit wird die linke Seite von Gleichung (4) 



b-c d 

x 

dx 



/ c ds \ b _! ds b d*s 



Ferner ist 

d /. » A ~ i „a ds 



(x a s) = ax Ä - l s-f-x a 



dx v ' dx 

x o+'-_L ( s - . s ) = , x-s+x'^ 1 i*-. 
d\ v 7 1 dx 

Die rechte Seite von Gleichung (4) wird demnach 

d ! b+i-* d / a \ | b-i . b ds 



b ds t^., d's 



Die Werte (a) und G?) in Gleichung (4) eingesetzt giebt, nachdem 
durch x*" 1 gekürzt worden 

x (i - x) S + i>- ( a + b -w x ] if - ab • s = °' < 5 > 

Das ist nun die Differentialgleichung zweiler Ordnung unserer Reihe. 
Wird z = s(l — x)' +h ~* gesetzt, so beweist Euler, dass z einer voll- 
kommen gleich gebauten linearen Differentialgleichung genügt wie s. 
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Die Richtigkeit dieses Salzes folgt sofort, wenn man die Werte 

s = (l— x) n z 
ds _ dz . n _i 



= (l-x) n 4^--n(l-x) n - l 7. 



dx dx 
d a s .„ d 2 z dz . . w . n -2 

in die Differentialgleichung (5) einsetzt und n passend bestimmt. 
Gleichung (5) wird dann: 

d*z dz r , , -i dz . nfn— l)\z 

_»[c-(«+b+l),] 1 _ 
1 — \ 

Die letzten 3 Glieder schreiben wir in folgender Form: 

n(n— l)xz n |c— (a+bf l)x[z 
1— \ 1— x 

n(n— l)xz— n { cx— (a-f-b-f-t ) x ) z n(c— cx)z 
~~ 1— x 1— x 3 Z 

_ n(n-l)xz-n[cx— (a+b+l)\)z ^ jbz 

1— x 

n soll nun so bestimmt werden, dass der zuleizl erhaltene Bruch mit 
dem Nenner 1 — x verschwindet. Wir erhallen für n den Werl c — a— b 
und die Differentialgleichung wird dann: 

* (1_x) ■& + IH-a-b+Sc+l) x] iL - (e-i)(e-b)x - 0. 
Setzt man weiter c — a = a und c— b = ß, so ergiebl sich 

x (1_x) TP + [ c -(°+' ? +') x l lf - " 0 

und diese letzte Gleichung ist genau gleich gebaut, wie die Differential- 
gleichung (5), sie ist somit entsprungen aus der Reihe 

r l c ^~ 1.2c(c-fl) 

Euler ist von dieser seiner Transforraationsmelhode nicht recht 
befriedigt, da er den eingeschlagenen Weg als zu weitläufig findet. 
Lassen wir ihn selber darüber reden. Er sagt: «Gumautem melhodos 
«qua hanc egregiam Iransformalionem sumus adepti, maxime sit obliqua 
«et ambages longas procedat, maxime oplandum esset, ul alia melhodos 
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»magis directa et naturalis detegerelur, quo ulWjue in Analysin haud 
«contemnendum incrementum inserretur. Faleor aulem me haclenus 
• in hac investigatione frustra laborasse.» 

§ 7. Eine der eben besprochenen sehr ähnliche Reihe be- 
trachtet Euler in seiner Integralrechnung ') im Anschluss an das Integral 



f 



x m l (A+0*d*. Wü A einf! kleine Zahl bedeutet. 



Es ist die Reihe 

1 4. a v I a ( a +"> ^ | a(a+n)(a+2n) , 
f b x_r b(b+n) r r b(b+n)fb+2n) * ^ 

Diese Reihe kann übrigens sofort auf die Form der vorigen 
zurückgeführt werden, indem man sie wie folgt schreibt: 

l-- 3 - 1(1+1)— 

i.JL i. 2 JL(JL + i) 

n n \ n 1 / 

H'+»(1+»|(t + ')(1 + ') 

Euler versucht nun die Reihe zu summieren. Für ganzzahliges 
l liisst sich das Integral folgenderweise entwickeln, indem partiell 
integriert wird 



m—l 



(A + O a d x = — (A + * V f i ( x " ^ 

m v ^^ m+n^A + x V 

J,n (A— l)n / x n \ 2 
+ m+n m+2n \ £ + W 
An (A— l)n (A— 2)n 



*)n / *" V , _ | 

m+n m+2n m-|-3n \A+ X / ) 

Damit das Integral für x = 0 verschwindet, muss m>0 sein. Für 
gebrochenes A setzt Euler A = — -^-» dann wird 



•) Iwtitut. calc. integr. IV, Supl. II, Kap. III. 
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m(A + x")- 1 ra+nlA + X / 

/< a + n / x" \ 2 . I 

^ m-j-n m+2n \A+W ' ' 

Weil nicht mir - < 1 ist, sondern auch die Koeffizienten, 

so sind diese Reihen stets konvergent. Setzt man im Klammer- 



ausdruck rechts u = a, in 4- n = b und : ^= y, so geht der- 

A + *° 

selbe in die zu summierende hypergeometrische Reihe über und die 
letzte Gleichung wird 



/; 



( b_n " l dx x*-" , . a a(a-fn) ., 



. i-r b z-r b(b _|_ n) r -r 



(A + O n (b-n)(A + O n 
Somit erhalten wir 

wobei aber b > n sein muss. Für A = 0 untl X = 1 erhält man die 
elegante Relation 

! | a | a ( a + n > | _ b ~ n 



l> 1 b(b-f-n) 1 b — n — a 



55 8. Die Summation der hypergeomelrischen Reihe 

1 + T x + b(b-f-n) x ' 2 + isl jed ° Ch niChl der 

Hauptzweck des eben cilierten Kapitels aus der Integralrechnung 
Eulers. Der Autor widmet dort vielmehr einen Abschnitt der Inte- 
gration von DilTerentialausdrücken durch unendliche Reihen, und die 
eben angeführte Summation ist bloss eine Anwendung und Speziali- 
sierung einer derartigen Integration. Nun lässt sich aber diese hyper- 
geometrische Reihe auch in sehr einfacher Weise direkt summieren, 
was ich hier zeigen will. Dabei werde ich mich der Gammafunktionen 
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bedienen. Selzt man nämlich 

1 3 / I a(a+n) r I 
+ b / • b (b+n) r + 



<^ a(a-hn) (a-|U- l)n) , , 

b(b+n) (b-j-(x-l)n) Z **' 



wobei also 

a(a-f-n) (a-f-[Ä-l]n) 



b(b|-n) (b-f-[A— l]n> 

\ 



A a i 


* a 


n — 




n ' 


K n 



'*(-:■+■) (*+»-.) Kt+'Mt) 



n 

\un isl bekanntlich 
r(c)T(d) 



Ac+d) 
Somit isl auch 



= I u° ^l — u) d 1 du als Eulersches Integral 1. Art. 



— - — ■ I u n (1— u) n n 

D Iii «' 



r 

und es wird 



ü) 

\ n / \ n n 



C =— — \ I u n (1— u) u n du. 




Setzt man diesen Wert in die Summenformel der Reihe ein, 
so wird 



oo 



2^ 



Vj r-( u^~ 1 (l-u)^"^" 1 ^(iijr/.du. 
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Nun ist (ux) X eine geometrische Progression. Für mod ^u < 1 

;.=oc 

wird ^ = y^T = (l--ux) " l - Somit 

A=0 



I u n (l-u) n n (1 — ux) du. 



Hiebei müssen — und — — pos. sein und mod uy<l. 

n n n '* 

§ 9. In ähnlicher Weise lässl sich auch die hypergeometrische 
Reihe 1 ) 

1 4- ;r - J - \ 4- . ' , ■-.-TT 2 x 2 + für mod \ < 1 summieren. 

l.y 1 »2/(^4-1) 

Da das Summeninlegral Tür die Folge sehr wichtig wird, soll auch 

diese Summalion hier ausgeführt werden. Es sei wieder 

s=1+ j^L 1+ "(.+ytf+i) x , + 

i . r 2! rO>-H) 

^ ♦ • - (c+*-l)W+l) • ■ - (^-R— 1 ) ; : V i 

v . «(«+1) .... (a+J— 1) 
Nun ist ■ — 



Es wird deshalb 

_a\^H-l)----C*+A-l> 



<w-i>*(7)? 



(y+i) • • • • (y+A-i) 

1 \ ?. ) (y-\)l y(y+\) • • • • 



>j Siehe Seite 12. 
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Wird noch mit r{y—ß) erweitert, so ergiebt sich für den Koeffizienten 
dos allgemeinen Termes 

r =r_ivY-^ r( P +k) ^''-ft 

Der Bruch ^-~r-rkz — — lässt sich leicht in ein Eulersches 
r(y-\-A) 

Integral I. Art umsetzen. Es wird 

. (!_„)> „ „ llnd deshalb 

o 

Diesen Wert in die Summe eingesetzt liefert 

A=oo 
8 = 2 V* 

= ^ C n ß-i n- n y-,'-i N (_i)^Y ß r^u ; x'du. 

r(ß)r(y- t i)J Kl ] \ i / 

Für mod \ u < 1 ist 

;.=oo 

2 (-1/ (~i a )" X « l = (1— 
Wir erhalten somit endgültig 

* 1 h 1-y + 2! yfj-J-1) + 

0 

Damit das Integral endlich bleibt, müssen die Grössen t i und 
y — t i positiv sein und modxu<l. 

§ 10. Das soeben hergeleitete Integral hat Euler noch nicht 
gegeben, doch kennen wir nach ihm ein allgemeines Verfahren, das 
gestaltet, zu einem gegebenen bestimmten Integral die zugehörige 
lineare Differentialgleichung 2. Ordnung zu konstruieren. Im zweiten 
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Band seiner Integralrechnung im zehnten Kapilel ') stellt er sicli näm- 
lich die Aufgabe, zu einer beliebigen Funktion V zwischen zwei 
Variabelen u und x eine Differentialgleichung der Form 

L ?4- f M 4^-f N y = u zu Wlden, so dass (1) 
dx 2 ' dx 1 



v fvdu 



eine Lösung derselben 



ist. L, M, N und U sind Funktionen von \. Das Integral verschwinde 
für u = 0 und nehme für die obere Grenze einen bestimmten Werl 
an, dx sei in Bezug auf u konstant. Um nun nach dieser Methode 
zu erkennen, ob unser Integral einer Differentialgleichung obiger Form 
genüge, haben wir 

V =« u'* -1 (l— uf~'*~\l — xu) -ft zusetzen; dann wird 

^«Ai-ur^a-xu)-"- 1 

d l - =«(«4-l)u^ 1 (1-u)'-^" 1 (1-xu)-"- 2 



dx 
Weiter ist 

dy / dV 



-/- 

f d 2 V 

- = | -j^du, wobei wir die Integrale zunächst 



du 

dx J dx 



d»y 
dx s 

noch unbestimmt lassen. 

Selzen wir diese Werte in die Gleichung (1) ein und beachten, 
dass nach dem Eulerschen Verfahren für ü folgender Werl zu nehmen ist: 

ii = u y "''(l-xup 1-1 

= I u^il-uf^kl— xu)~"~ 2 {/j(l-u)(l-xu) 

— (y— /*)u(l— xu) + (a+l)xu(l— u))du. 

Dann wird Gleichung (1) 

| u^l— u^^Cl— xu)""" 8 {(o+l)au f L+«u(l— xu)M 

+ (1— xu) 8 N T }du = 
i) Euler, Instit. calc. inlcyr. Tom. II, Cap. X, Problema 130, pag. 233. 
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= j n><- l (l-uf-t-\l-xu)-"- 2 [,i+[{a+ l)x-y-,*xjii 

-f [yx — («+l)xj U a } du. 

Zur Bestimmung der Grössen L. M und N ergeben sich aus der 
Gleichselzung der Koeffizienten gleich hoher Polenzen von u die Be- 
dingungsgleichungen 

N = /» | 
« M — 2 x N = \ — ßx^-x — y 
(«+ 1 ) « L — « x M -f- x 2 N = y x — « x — x 

Hieraus bestimmen sich die Grössen L, M und N, wie folgt 

N = /* 

M = {g+(i+l) x-y 

(t 



Selzen wir diese Werte in die Gleichung (1) ein, so wird sie 

ft dx* 1 « d\ 1 

Oder umgeformt 

= _ „ { u <* ( i_ uy-^i— zur"" 1 } (2) 

Die rechte Seile dieser Gleichung verschwindet für die Worle u = 0 
und u — 1, sofern ß und y — ß positiv vorausgesetzt werden. Um nun 
die gewünschte Differentialgleichung zu erhallen, haben wir also das 
Integral V in den Grenzen 0 und 1 zu nehmen. Ks ist somit 

J* 1 1 l i l 

u' ~ (1 — u)' — ' — (1 — x u) "du in der Thal ein Integral 
«» 

der Gleichung + [?-(« M~M) *] - «,*y = 0. 

Für u — H : oo wird die rechte Seile der Gleichung (2) 

Ui-uy-^i-xu)-"- 1 ] W— 1 . 
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M die reelle Komponente von ? — a — 1 negativ, so verschwindet 
auch dieser Werl. d. h. unter dieser Bedingung sind auch die Integrale 



• 



| u'^l— u) ; ^'«l— \u) *du und 

| ^/-\l-u) ; -'*~\l-xur"du 
i 

Losungen der vorgelegten Differentialgleichung. Diese letzte wichtige 
Eigenschaft wurde merkwürdigerweise erst von Jacobi (1804 — 1851) 
entdeckt.') 

§ 11. Es mag noch darauf hingewiesen werden, dass nach den 
Untersuchungen von E. Heine 2 ) Euler eine Differentialgleichung be- 
handelt hat. die für einen bestimmten Wert einer Konstanten die hyper- 
geometrische Reihe als Lösung hat. 

In den Inst. calc. inlegr. Vol. II, Secl. I, Cap. VIII behandelt 
Euler im Problem 122 und 123 die Differentialgleichung 

\ 2 (a-f b\ n )d l y+x(c-f c\ D ;d) dx-f (f+g\ n )>dx 2 = 0. 

Heine setzt in dieser Gleichung x n = u. dann nimmt dieselbe 
folgende Form an 

d*y dv 

(a— b,,u) /Jt ^ -I- Ta. — b. u) - — ■ 1- (a„ — b.,u;y = 0. 

" 0 '(dLogu) 2 11 1 } dLogu 1 v - 1 

Lässl sich ein Integral dieser Gleichung in eine nach Potenzen 
von u aufsteigende Keihe 



oc 



y c n u* +n entwickeln, so 

11=0 

wird der Exponent t der niedrigsten Polenz von u bestimmt durch 
die Gleichung 

a 0 e 2 -f-a l €-f- a 2= °- 
Soll nun, wie bei der hypergeometrischen Reihe, c zu Null 
werden, so muss a., = 0 sein. Macht man noch b 0 u = — a 0 x und setzt 
für a Q , a r b 0 , b p fr, die Buchslaben «, ,1 y, so wird die Differential- 
gleichung zu 

a— x)d 2 y-f-r / — 1— («-j-^)xdyd5— «^x)d-| = 0, 

') Jacobi: Uutcrsuchuugcn über die Differentialgleichung der hyper- 
geomelrischen Keihe. Crelle. Bd. 58 (aus dem Jahre 1869). 

2 ) K. Heine. Theorie der Kugelfunkttouen, 2. Auflage, 1878, Seite luo. 
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worin | = Log \ ist. Integriert man diese Gleichung nach der be- 
kannten Methode durch Reihen, die nach Potenzen von \ aufsteigen, 
so erhält man die Lösung 

y 1+ l.y X+ - 2!y(y+l) ' + 
Heine hat also bewiesen, dass die von Euler im cilierlen Ab- 
schnitt behandelte Gleichung als Lösung eine hypergeometrische Reihe 
giebt, sobald a 2 = 0 gesetzt wird. 

i$ 12. Es wären nun noch weitere Stellen in Kulers Werken 
anzuführen, welche von hypergeomelrischen Reihen handeln, doch 
glauben wir mit Obigem diejenigen Arbeilen Eulers vorgeführt und 
besprochen zu haben, die wesentlich zur Förderung der Theorie der 
hypergeometrischen Reihe beigetragen haben, und nur um solche kann 
es sich ja für den vorliegenden Zweck handeln. Wenn wir also 
nochmals die in seinen Werken hin und her zerstreuten Abhandlungen 
über die hypergeonietrische Reihe überblicken, so können wir das 
Verdienst Eulers um die Theorie der hypergeomelrischen Reihe in 
folgende Sätze kurz zusammenfassen: 

1. Es ist ihm gelungen, die Reihe 

a.b ' a(a+ l)b(b-\-t) 

in eine andere gleichgebaute tu transformieren. 

2. Hei Anluss dieser Transformation hat er die Differential- 
gleichung zweiter Ordnung der hypergeometrischen Reihe aufgestellt. 

3. Er hat Methoden angegeben, die es spätem Bearbeitern er- 
möglichten, die Differentialgleichung durch die Reihe selbst, sowie durch 
das bestimmte Integral derselben zu integrieren. Die spezielle Reihe 

. , a a(aA-n) 0 . », , , ■ 

1 -\--r- y Y , ' . , t r -f- hat er selbst durch etn 

1 b '• b(b-\-n) A 1 

Integral ausgedrückt. 

Allgemein können wir sagen, dass Euler in seinen verschiedenen 
Arbeiten, die ihn direkt oder indirekt auf hypergeometrische Reihen 
führen. Wesentliches zur genauem Kenntnis derselben beigetragen hat. 
Seine Resultate sind von manchem spätem Bearbeiter zum Ausgangs- 
punkt neuer Untersuchungen gemacht worden und haben überhaupt zu 
weiterem Suchen und Forschen die Anregung gegeJien. 
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III. 

§ 13. Als weilern Bearbeiter der hypergeonielrischen Keihe 
hallen wir Joh. Fried. Pfaff (17K5— 1825) zu nennen. Doch behandelt 
auch er unsere Reihe nicht systematisch, sondern wird nur anlässlich 
seiner Abhandlung: »Nova disquisilio de inlegralione aequalionis 
dilTerentio differentialis» 

\ 3 (a+b x n ) d* y -f - x (c +e \") d y d x -f (f + g x n ) d x* = X d x- ') 
auf derartige Reihen geführt. Seine Untersuchungen würden uns 
Mittel an die Hand geben, mit der Reihe ähnliche Umformungen vor- 
zunehmen, wie sie schon Euler ausführte. Wir treten deshalb nicht 
näher darauf ein und wenden uns gleich zu den Untersuchungen seines 
grossen Schülers Carl Friedrich Gauss (1777—1855). In den 
beiden Abhandlungen: Disquisitiones generales circa seriein infinilam 

1 + JiiL. x + J^lLtn^pl xM .) und i n .neiermiuali«. 

seriei nostrae per aequalionem dilTerenlialem secundi ordinis. 8 ), von 
denen die ersle schon 1813 im 2. Bande der «Cnmmenlationes socie- 
lalis regiae scienliarum (loitingensis recenliores» erschien, hat (lauss 
die Theorie der hypergeomelrischen Reihe recht eigentlich begründet. 4 ) 
Besonders die erstere der beiden genannten Abhandlungen ist von 
unschätzbarem Werte, nicht nur was die Reichhaltigkeit der darin 
niedergelegten Gedanken anbelangt, sondern auch mit Bezug auf die 
ausserordentliche Klarheil und Übersichtlichkeit der Darstellung und 
Beweisführung. E. Kummer sagt mit Recht von den Gauss'schen 
Arbeiten überhaupt 5 !: «Unter allen seinen grossem und kleinern 
Werken ist keines, welches nicht in dem betreffenden Fache einen 
wesentlichen Fortschrill durch neue Methoden und neue Resultate 
begründete; sie sind Meislerwerke, welche denjenigen Charakter der 
Klassizität an sich tragen, welcher dafür bürgt, dass sie für alle Zeilen. 

») J. F. Pfaff, Disipiisil, analytica. Ilelmstadii 1797. 

2) C. F. Gauss. Cesawnielte Werke, Bd. Ilt, pag. 125 ff., herausgegeben 
von der Kiiuigl. Gosel Isohaft der Wissenschaften in Göltiugen, 18W. 

3 ) C. F. Gauss, Gesammelte Werke. Bd. III, pag. 207, Nachlass. 

*» Die beiden Abhandinngen sind auch ins Deutsohe übersetzt und mit 
wertvollen Aunicrkuugen versehen worden von Dr. Heinrich Simon (Berlin bei 
Springer i. 

5 j Festrede, gehalten am 3. August 18G9 in der Aula der Friedrich- 
Willielms-L'niversität in Berlin. 
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nicht bloss als Monumente der geschichtlichen Enlwickelung der 
Wissenschaft erhalten, sondern auch von den künftigen Generationen 
der Mathematiker aller Nationen, als Grundlage jodes liefer eingehen- 
den Studiums und als reiche Fundgrube fruchtbarer Ideen werden 
benutzt und mit Fleiss studiert werden.» 

§ 14. Während sich in den Werken Eulers einige sehr wichtige 
Eigenschafton der Reihe 

1 u ±±, , a(a+l)b(b-|-1) 
h 1-c X ^ 1.2c(c-|-l) r 
zerstreut vorfinden, ohne dass aber die Reihe einem nach allen Seilen 
hingehenden Studium unterworfen wäre, macht nun Gauss die genannte 
Reihe zum Gegenstand einer einlässlichen systematischen Untersuchung. 
Er definiert 

F(„. AM ,»l + f^, + fM^tL>,. + .... (1) 

und führt also für die Reihe das ausserordentlich bequeme abkürzende 
Funklinnszeichen F(«, t i, y, \) ein. das von sämtlichen spätem Bear- 
beitern der Reihe angenommen worden ist. Die Grössen «, t i. \ 
nennt Gauss die Elemente der Reihe, wobei «, t 1 und y als konslanle 
Parameter, \ aber als Variable angenommen werden. Die Reihe ist 
dann und nur dann endlich, wenn u oder ß negative ganze Zahlen 
sind, denn in diesem Falle bricht sie bei einem bestimmten Gliede 
ab und stellt eine algebraische Funktion dar, in allen übrigen Fällen 
ist sie transzendent. Isl der Unlerparameler 7- — 0 oder negativ 
ganz, so werden die Glieder von einem gewissen Gliede an alle un- 
endlich gross. Des weitem ist klar, dass die ersten beiden Parameter 
veilauschbar sind. Es gilt also die Relation F(«,/*,j\x)= F^.k.^x). 

Seit Gauss wird nun allgemein die hypergeomelrische Reihe 
durch die Gleichung il) definiert. Allerdings isl von einigen spätem 
Rearbeilern die Paramelerzahl noch vermehrt worden. Zum Unter- 
schied von diesen verallgemeinerten hypergeometrischen Reihen nennt 
man dann die obige die Gauss sehe hypergeomelrische Reihe. Gauss 
selber freilich versteht unter den hypergeometrischen Reihen noch 
die von Wallis definierten allgemeinem Funktionen. Wir erkennen 
das aus Art. 29 seiner Disquisiliones 1 ), wo er von den Rernoullischen 
Zahlen sagt, sie bilden eine hypergeomelrische Reihe — •quuin 

') Op. III, pag. 152. 
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nuineri Bernuulliani seriem hypergeoraetricam consliluanl» — während 
wir heute derartige Reihen zu den se in i konvergenten zählen würden. 1 ) 
In der Disquisiliones etc. wird die Reihe selbst als Ausgangspunkt 
der Untersuchung gewählt, während in der Abhandlung Delerminalio 
die Differentialgleichung zweiler Ordnung als Grundlage dient und zu 
weil allgemeineren Resultaten führt. 

§ 15. Es liegt Gauss ganz besonders daran, nachzuweisen, dass 
seine Reihe von höchst allgemeinem und umfassendem Charakter sei. 
So sagt er in der Selbslanzeige zu der Disquisiliones 2 ): «Die Reihe, 
welche den Gegenstand der gegenwärtigen Abhandlung ausmacht, ist 
von einer sehr umfassenden Allgemeinheit. Sie stellt, je nachdem 
die Grössen a, t i, y so oder anders bestimmt werden, algebraische, 
logarilhinische, trigonometrische oder höhere transzendente Funktionen 
dar, und man kann behaupten, dass bisher kaum irgend eine trans- 
zendente Funktion von den Analysten untersucht sei, die sich nicht 
auf diese Reihe zurückführen liesse. » Um dies zu beslätigen und zu 
illustrieren werden gleich im Artikel 5 einige der bekanntesten 
Funktionen auf hypergeomelrische Reihen zurückgeführt. Wir erwähnen 
einige derselben und wollen uns dabei hier und ofl auch im folgenden 
für die hypergeomelrische Reihe, sowie überhaupt der unendlichen 
Reihen, der konzisern und übersichtlicheren Darstellung wegen, des 
in neuerer Zeit zu diesem Zwecke allgemein eingeführten Summalions- 

zeichen^^ bedienen, so dass also die hypergeomelrische Reihe folgende 

einfache Form gewinnt 

;.=oo 

( "' h v) - 2j, i.\ r ( r |-i) — (H-T^T) x • 

Gauss findet zunächst folgende einfache Relation 

(l-f-u) n = l n F^— n u t t i, "j, worin t i beliebig 

genommen werden darf. Für t = 1 erhalten wir die binomische Reihe 

a+u) n =2 (")" = F <- n .*,*, -»)• 



') Vergleiche: J. H. Graf: EinleiluiiR in die Theorie der Gamniafunktionen. 
Seite 41. 

2 ) Gauss, Op. III, pag. 198, Aus den GöUinjcer gelehrten Anzeigen vom 
10. Kehr. l«ltf. 
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Auch die logarithmische Keihe lässt sich sofort in eine hypergeomelrische 
überführen. Es ist 



X 



Log (1-f-t) = t £ (- 1 ) -^-y = tF(l, 1,2, -t). 
x=0 ' 



Lässt man ferner den Grenzwert 
1? 



lim k(k-fl) fk-j-A-1) . _ , ., 

k = oo — I~ — " zu ' so wir Exponentialreihe 



e — -^y = F ^1, k, 1. -j^. wobei also k = ©o ist. 



x=0 

Für die sin und cos Reihen erhält Gauss 
sin 



(2Afi)f \ k,k 'T""7kk7 



Hiebei bedeuten k und k' wiederum unendlich grosse Quantitäten. 
Die letzten beiden Formeln lassen sich auf einfache Weise wie folgt 
linden: 

Es ist «m k( k + l)...(k+A-l) k' (k'-f l)...(k'-H-D = x 

k = k' = oc • k 



Setzen wir diesen Wert in die Summenformel für sin t ein, so wird 



sin 



= V(-l/ k < k +l)- • • (k- H— W (k f -f 1) • • • ( k'+A-l) 2H1 
Jä l ""l.2"..(2A+l) • kW 

= . V k(k+l) . . . (k H-l)k'(^l) . . . (k'+A-i) / iL \ 

<md 1-2 (2^—1)2^(2^4-1) V kk'/ 

X^oo l 

k(k+i ) • • - (k-f ;.-i)k'(k'+l) • • . (k'-H- l) / 
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k(k+l) ■ . . (k-fA -l)k'(k'-f-l) . . . (k'+A-l) / t 8 \ 
3 5/3 \ \ 4kk'/ 

(3 t* \ 

k, k/ — , 4kk , ) Analog findet man die hyper- 
geometrische Reihe, die den cos ausdrückt. Ausser diesen algebraischen, 
sowie von Logarithmen und Kreisfunklionen abhängigen transzendente 
Funktionen stellt Gauss noch die Koeffizienten, die man erhall, wenn 

man die höhere transzendente (a 8 -f-b 8 — 2abcos^) -n in eine nach den 
cosinus der Winkel tp, 2y-, .... fortschreitende Keine entwickelt, in 
hypergeometrischen Keinen dar. Er setzt also 

l — OO 

(a 8 -f-b 2 — 2abcos^)~ n ^ A 0 f 2 ^ A. cosAy 

1=1 

und findet auf einfache Weise 
oder zweitens 

A ; = n(n | ')---(n+A-l) ,i „i p (.«±i, 

drittens 

A ; = D (£±lLl- <Q±*=!> (a . |-b)- 2,1 " 2; - a ; b ; F (n+A, 

2 , . _4ab y 
— 2~' 2? '~ l ~ h (a-fb)' 

viertens 

. n(n (n-f-A-1) .,-2n- vi i . / 2/4-1 

A. =-^— ! jj± (a— b) a b r I n-f-A, — ^— » 

Die Darstellung dieser Koeffizienten ist von manchen späteren 
Mathematikern wieder aufgenommen worden und hat Veranlassung ge- 
geben zur Einführung sehr wichtiger neuer Funktionen in die Ana- 
lysis, so sind z. B. die Kugelmnktionen dargestellt durch die Koeffi- 
zienten eines nach Polenzen des Argumentes entwickelten Trinoms 
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«biger Form und zwar ist es das Trinom, bei dem der Exponent n 
1 

den Wert hat. 

§ 16. Mit vorstehenden Beispielen hat Gauss zur Genüge den 
allgemeinen Charakter seiner Reihe dargelhan, wir wollen aber im 
folgenden doch noch zeigen, wie die in neuerer Zeil studierten 
Bessel'schen oder Cylinderfunktionen und ebenso die schon erwähnten 
Kugelfunklionen sich als hypergeometrische Reihen darstellen lassen, 
indem wir als Ausgangspunkt die Summenformeln der genannten 
Punktionen wählen. 

Die Bessefsche Funktion 1. Art mit beliebigem Parameter ist 
definiert durch die Summe 

a+2i 



J.=oo 



\ 



i(x) = ^ r ' 1+x+1) ') 

A=0 



Wir können setzen 

A=oo 



21 

2 a^j v -/ 2 2;. ÄIr(a _ H _ | _ 1) 



JW=7a2l(-l) 



A=0 
iNun ist 

k (k+1) • • • • (k k' (k'+l) (k'-H~ 1) 1 
lim ; -. = i. 

k = k' = oo k A .k ,k 
Ferner ist 

r(a-f A+l) = r(a-f-l)(a+l) .... (a-f 1+1— 1). Somit wird 

A=oo 

.\ , x" ^ • • • • (k-f A-l)k'(k'+l) (k'-f-A-l) 

K ) 2 » r(a-hl) X\ (a+l)(a-f 2) • • • • (a+A) 

(-1) x 



2 2 Vk' ; 



l=oo 



\2/ ^ k(kf !)♦♦.. (k+A— l)k'(k'+l)»-(k'+;t-l) 
So A!(a+l)...(a+A) 



Lill)' 

V kk' / 



') Vergl. Graf: Einleitung in die Theorie der Bessel'schen Funktionen. 
Erstes Heft, Seite 25. 
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. a 

X 




Kür a = ~ wird 

Ct 




k 

Somit wird 

J * 1 * 



/» \2/ /' ,3 x 1 \ 



k = k' = oo 

Nun ist 



J(X) = — ^- — = --j = » / SIII \. 



Für a = ^ wird 

A\-V» /x\-'* 



~ \ \2/ „/. ,,1 x* \ 

J(x) = lim — - k,k,— , — jr-r - 



- cos X 



COS X . 



/CX 

Diese in der Theorie der Bessel'schen Funktionen berechneten 
Werte ergeben sich hier vermittelst hypergeomelrischen Reihen fast 
unmittelbar. 

Die Summenformel der Bessel'schen Funktion II. Art für ganz- 
zahligen Parameter lautet: 



') Siehe weiter oben Seite 27. 

*) J. H. Graf, Einleitung in die Theorie der ßesselschen Funktionen, 
2. Heft. 



Digitized by Google 



- 31 - 



Entwickelt erhält man 

°+ l „ f n n\\ /o\ n - 1 



!, . n . ,„f2\° + ' , n (n-2)!/2V 

1 /2\~ A 
-i- — / ■— - -1 bis die Reihe abbricht. 

^2!(n— l)(n— 2) \x/ 1 

■T^(-r[-t^H(ij 

+ 2l(— n+l)(—n+2) ( " 1)8 ( 2) + 

n! /2\ n+lA ^° 1 (-->-) 

4 \x/ ^-i n+1) (— n-j-«) 

Weil aber 



lim k(k+l). ■ ■ ■ (k-f ,< -l)k'(k'-fl). . • .(k'-f 

k = k' = oo k « k > 
so wird 



Eine Verwandlung der mit 0(x) verwandten Funktionen S(x), 

ii n n 

T(x), L T (x), P(x) in hypergeometrische Reihen würde sich ganz auf 
ähnliche Weise bewerkstelligen lassen, doch soll hier darauf nun nicht 
mehr eingetreten werden, dagegen wollen wir noch die Kugelfunk- 
lionen in hypergeom. Reihen überzuführen suchen, da gerade diese 
mit der hypergeometrischen Reihe innig zusammenhängen, während 
bei den Bessel'schen Funktionen die unendlichen Grössen k und k' 
immer etwas störend wirken. 

§ 17. Die Kiigelfunktion 1. Art mit ganzzahligem Parameter 
kann dargestellt werden durch die Summe 
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. = n 



JSu 2 n A!(n-A)!(n— 2/1)1 

Oder entwickelt 
P(0 = (2n)l ^ (2.1-2)1 

2 n n!n! 2 n (n— l)!(n— 2)1 

2 n 2!(n-2)!(n— 4)! 
^2n)! n[, n(n— 1) ^-a 



..[ n(n— 1) 
[ 2(2n— 1) 



2 n n!n! 

i n(n— l)(n-2)(n— 3) -4 ^ 
2 2 2!(2n— l)(2n— 3) * 

= r(2n+l) x n 'VJ i 
2" r(n-fl) r<n+ 1) £J 

n (n— 2) • • • • (n— 21— 2) (n— 1) (n— 3) (n— 2x+l) 1 

2 k A!(2n— l)(2n— 3) • • • (2n-2A-f-l) x 2; 
Nach dem Salz über die Verdoppelung des Argumentes bei 
Gammafunklionen ist 8 ) 

r(-i) r ( 2a) = 2" >B - J r(a) r(a + ±.y 

Setzt man hierin 2a = 2n-f-l, so wird 

2 2n r(n + i-) Hö+l) 

/Y2n-f-l) = ■ 7^ Somil wird 



r ( n+ T) 

l>(x) = — ^ — ±±— 2 n x u 



/•-■oo 



- K-t+0-(--t+^O(-t+t)-(-t+^-t) 

S «(-n+i)(-n + ö...s'(-n + W) 



x 2 ' 



') J. II. Graf, Vorlesungen aber Kugelfunktionen. Kollegienheft W. S. 
1W1900. 

*) J. H. Graf: Einleitung in die Theorie der Gammafunktionen etc. Seite '41. 
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P (x) _ ( + 2) eVF / n 1-n 1 1\ 

f \t) r(n+1) 

Für die Kugelftinklion 2. Art mit beliebigem Parameter a gilt 
die Suminenfonnel 

Ä m _^ 2 a r(a+A+l) r(a+2X +l) -«-2A-1 
g(X} - J ^J A! r(2a+2A+2) X ' ' 

Nach dorn oben angeführten Satz über die Verdoppelung des 
Argumentes wird 

2 -+-+V (a+i+1)r ( a+i+ |) 

1. r(2.-|-2i+2) = — -i ii- 

2. r(a+2J+l) = X — \ N — ^ 

Diese Werte in die Summenformel eingeführt liefert 

6 W 2j 2 " r( ' +Jl+1)8 ' + " r ( ! t ? + ') r (j +x+ 1 ), 

*-o i!2 2,+ " +1 r(a + A+i)r(a- l -i+i-) 

Entwickelt man die Gammafunktionen, so ergiebl sich nach gehö- 
riger Keduklion 

. T^( a 4 1 )Ki+ 1 ) 

QW = — X 



J=oo 



') L Schläfli; Ueber die zwei Heine'schen Kugelfunk Uonen mit beliebigem 
Parameter elc. Beru 1881. üniversititaprogramm Seite 16. 
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Nun ist 



A4i\ /, \ niVcM) 



somit wird endgültig 



" T+tJ 



2 r 

Ersolzl man a durch — a— 1, so wird 



r(|)r ( - a) a t _ a x , 



— a— 1 

CK 

r 



Es gilt die Beziehung J*(— a) r(l-|-a) = - - r 7 - » woraus 

— sin dijt 

1 = ~~ r(l-j-a)sinafr 

Ebenso gill r ( -■ — a ) r(-^- -f a ) = ™ hieraus 
\ 2 / \ 2 / cosa/t 

r — -f-a Icosarr 



Diese Werte eingesetzt liefert 



— a-l 

Q(x) — — colga 



/G-V( a +I) 2VF / .1-1 . n 

/r — — — - , — ■■ C X r 1 — —i — - — i - — dt — . )• 

/ ( a | - 1 > \ 2 2 2 xV 

Wie auch die elli ptisclien Integrale durch hypergeomelrische 
Reihen zur Darstellung gebracht worden können, soll später gezeigt 
werden, einstweilen genügt es, erkannt zu haben, dass die meisten 
Funktionen, die sich ihrer Natur nach in Heihen entwickeln lassen, als 
hypergeomelrische Heihen darstellbar sind. 

§ 18. Den ersten Abschnitt der Disfjuisiliones widmet Gauss den 
benachbarten, oder wie er selbst übersetzt den verwandten Reihen 
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(series coniiguac.) 1 ) Verwandt nennl Gauss Reihen von der Form 
F (a, ß. y, x), in welchen sich eines der drei ersten Elemente bloss um 
eine Einheil unterscheidet, die andern drei Elemente aber gleich 
bleiben. 

Jede Reihe F hat also b' verwandte F,, K 2 , F 3 , zwischen 

je drei von ihnen z. 13. zwischen F, ? x und F 0 besteht eine sehr ein- 
fache lineare homogene Gleichung. Im ganzen wird man also 



= 15 solcher Gleichungen bekommen müssen. Gauss stellt alle 



c: 

diese 15 Gleichungon zusammen, ohne aber anzugeben, wie er zu 
ihnen gekommen ist, doch beweist er ihre Richtigkeil a posteriori, 
rm i. B. die Richtigkeit der Gleichung 
( r -«—/*) F(o, ß, r, x) -f a(l-\) F(«-f-l, «, r, x) 

— ( r ~ß)F(a,ß— i,r,x) = o 

zu beweisen, setzt er 

(ft- r 1) («+2) • • • • (a+ m- 1) ,*(,*+ 1) . • ■ ■ QV-j-m-2) 

m! r (rfi) - .(rfm-i) 

Dann ist der Koeffizient [x m J in 

F(o,Ar,x) [x«]=a(/»+m-l)SI 
F(«-f- 1, r, x) [x»] = (a-f-m) tf+m— 1)M 

xF(a-j-l,^,r, *) fx m J =m(r+m — 1)M 

F(a,/*-l,r,x) jx-j— aO»-l)SI. 

Damit nun obige Gleichung bestehen kann, müssen die Koeffi- 
zienten gleich hoher Polenzen von x verschwinden. Untersucht man 
nun zum Beispiel den Koeffizienten [x m j durch Einsetzung der obigen 
Werte, so erkennt man, dass die Gleichung in der Thal verifiziert 
wird. Die fraglichen linearen Gleichungen lassen sich aber auch direkt 
finden. Man kann nämlich ausgehen von der auch von Gauss gezeigten 
Eigenschaft der hypergeomelrischen Reihe, dass ihre Ableitungen nach 
dem Argumente x wieder auf gleichartige Funktionen führen. So ist 



*) In der Selbstanzeige zu der Disquis. gener. etc. in den Göttinger ge- 
lehrten Anzeigen v. 10. Febr. 1812, aufgenommen in die Werke III. Bd. pag. 199. 
Es heiast dort: «Dergleichen Reihen nennt der Verfasser series contiguae, im deut- 
schen könnte man sie etwa verwandte Reihen nennen.» 
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d n F(«,,*, ? ,x) 
dx» 



«(«+!)■ • • -(«-l-n- n^Hl ) • • • (,H"-1) x , 
-— J^+i)7.:.- (r |.H^i) K«-|n,/J+n,y4-n f x). 

Uebl man das Symbol J^*-^ - h «J a,,f die Reihe aus, so wird 

_ d V «(«+!) ■ («+;.-! >,-<(iffi) (,''-h^-l) ; 
"'^Lw A! r (H-D ■ 0-H-D J 

^y(y+i)----(yH-i) 

«F(«,^ y, x) 

A = *o 
ZiiMiiimt'i) 



[ X "dx + >' jX ) 



A—co 

V «(rr +1) ■ • ■ ■ {u+l-lKa+WUn 1) • ■ ■ (f-f*- l) A 

= «F(«-fl,/? ?r ,x). (1) 

Analog erhält man 



(2) 



(3) 



Gleichung (1) von (2) subtrahiert, liefert die von Gauss im 
Art. 7 unter (2) aufgeführte Relation: 

(,1 -«) F(«, y. x) -}■ « F («~\,ß, ;'. x) - ,* F («, ,*-H, ;% x) = 0. 
Gleichung (3) von (1 j subtrahiert liefert Gleichung (5) bei Gauss 
nämlich: 

(«— r f i ) F(o, r, x)— « F(«- i, r . x) + f («, £ r -i, x) = o. 

In analoger Weise können alle 15 Gleichungen gefunden werden. 
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Durch mehrfache Anwendung dieser Gleichungen können so die 
Parameter um beliebige gnn/.o Zahlen geändert werden. Gauss folgert 
daran* den fundamentalen Sau, dass wenn «'— «, /— ,i, y' — y und 
a"—a u 1"—ß,y"—y ganze Zahlen sind, auch zwischen den Funktionen 
Für,,?, r, W F(«',/9', y', x) "nd F(«", ,9", y'\ *) < l ine lineare Gleichung 
slalllinden müsse, so dass man aus zwei solchen Funktionen die drille 
berechnen kann. Sämtliche Beziehungen zwischen den Funktionen 
F(«,,9. r .x), F(«+A,,9+,i. r ~r,x) und F(«4-A'.£+i«' rr *',\), wobei 
A, //, r, A',»', / eine der Grössen 0, 1 (»der —1 bedeuten, würden 
schon auf die stattliche Zahl von 325 solcher linearer Gleichungen 
führen. Gauss begnügt sich damit, acht der wichtigsten zusammen- 
gestellt zu haben, bezeichnet aber die Anlegung der ganzen Sammlung 
als eine nützliche Aufgabe. Hie Formeln können je nach Bedarf aus 
den oben aufgestellten Gleichungen sehr leicht hergeleitet werden. 
So ergiebt sich beispielsweise aus (3) 

x "dV K(fr ' ,9 ' r * x) + (r ~ i) F( "' tl 7t x) ~ (r - i} fk ß - r 1 v) - 

Nun ist Ff«, ,9. y. x) — " ~ F(«+l, ,9+1, f-r-1. x). 
Somit wird 

F<«,,9, r, x) - F(«. ,9, y-h x) = - r ^ X 1} F(« + 1. ,9+1, r +l t x), 

welches bei Gati.ss die Formel (16) im Artikel 11 ist. 
Aus (2) folgt in gleicher Weise 

F(«,,9+l, r , x) - F(« T/ 9, r . \) = — F(« | 1,,9+1, r +l. x). 

(Formel 17 bei Uhus» ) 
Aus (1) ergiebt sich 

F(«+l. £ T, x) - F(«, ,9. r , x) qX F(„+l, ,9+1, r+l, x) 
(Bei liaiiHS Formel 18.) u.s.w. 

Auch die schon früher aufgestellte Differentialgleichung der hyper- 
geomelrischen Reihe 1 ) ist eine solche Beziehung zwischen drei F 
Funktionen. Kombiniert man nämlich unsere Gleichungen (1) und i2i. 
so folgt 

X Tx~ + "1 [ x lV" f '"j F( "" ? ' r ' x)= "" /^ , («+l, / 9fl,r,v). (4) 
') Siehe oben Seile 13, (Jlcichiiug (5j. 



Digitized by Google 



- 38 — 
Nach Formel (3), Seite 36 isl 

[ x ik + y ] F( ° +1 ' m x) = y F(a+1 ' * v) 

Selzen wir für F(«-f 1, y+1, x^ = — - ALi f, ^jJj_LL, 

« • /> d x 

so wird 

[ X + y J Ii F(a ' * * X) = a * W«* 1 ' '*+*• * *)■ (6) 
Aus der Vergleichung von (5) und (6) ergiebt sich 

[(* ä + ») (* h - (" A + >H] *• * x > - °- 

Werden hierin die Symbole aufgelöst, so erhält man die gesuchte 
Differentialgleichung zweiter Ordnung 

d a F r idF 

Eine eingehende Untersuchung über die Beziehungen zwischen 
verwandten Funktionen finden wir hei Pincherle. der auf Grund der- 
selben seine Theorie der Differenzen- und Differentialgleichungen auf- 
baut. 1 ) 

§ 19. Im zweiten Abschnitt seiner Abhandlung*) zeigt Gauss, 
wie der Quotient aus zwei verwandten Funktionen in einen Kelten- 
bruch entwickelt werden kann. Er entwickelt folgende Quotienten 

F(q, ß+l , y+L\) F(c„Hl,r,x) F 

F<a,fcy,x) ' F(«,,*,y,x) ' F(a.Ay.x) ' 

P(g— l,,s-fl, r ,x) F («+l, /?— l,y, *) 

F(«, y, x) ' F(«,^,y,x) 

Um zum Beispiel den ersten dieser Quotienten zu entwickeln, 
geht Gauss aus von der Gleichung (19) im Artikel 11 der Üisquis.. 
welche lautet: 

F(«, / Jfl, / 4-l,x)-F(«,A >% x) = ^=^ F(«-M. y+2, x). 



') S. Pimhorlc: Delle funzioni ipergeomclriche e di vari<- quoslioni ad ossc 
attinoi.ti Giorn. di Battaglini XXXII. 
*) Op. III pag. 134 ff. 



"1 




3d by Google 



— 39 — 



Dividiert man diese Gleichung durch F(«, \) und setzt 

zur Abkürzung 

f 1, r-fi. x) „, a . 

^T^7,^T" = G(a "^' x)> Sükomml 



G(a,/»,r,x) r(y-r-i) 

Hieraus ergiebt sich 

1 



G(« ti ?,r,x)- — 

und da in gleicher Weise 

1 



ist, so wird nach der Substitution 
rf„*rO ^(«,,91 l. r +l,x) l 

ii («, ,i r, x ) - — v 



F («,,?, r, x) 



1- a 



1-^ 



l- cx 



1 — . 



wobei 

rfr-H) (r+i)(r+2) 

, _ («+!) p-fl-,?) _ 09J-2) <r+2---<0 

c <r+2hr+3» (r+8)(r-KJ 



Das Bildungsgesetz dieser Kellenbruchenlwicklung ist hieraus 
leicht erkennbar; des weitern erhellt, dass sich auf diese Art eine 
grosse Fülle von Keltenbrüchen herleiten lassen. Gauss ist der Ueber- 
zeugung, dass fast alle in der Analysis bekannten Keltenbruchenlwick- 
lungen nur Spezialfälle dieser Entwicklungen seien. Besonders wichtig 
erscheint ihm der Spezialfnil. bei dem in der obigen Entwicklung 
^ = 0 gesetzt wird. Für diesen Fall wird nämlich F (a. ( i, y. \) — 1 
und wir erhallen eine Kellenbruchenlwicklung für die hypergeomelri- 
sche Reihe F(a, 1, r, x). 
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Mit Hilfe dieser Entwicklung lassen sich die binomische Reihe, 

1-J-x 

die Reihen für log (1 -j- x), log -j- > die Exponentialreihe und andere 

in Kellenbruche überrühren. Gauss führt diese Umwandlungen durch, 
auch spätere Autoren bearbeiteten diesen Zweig in eingehender 
Weise, so wäre namentlich E. Heine zu nennen. 1 ) Wir wollen hier 
noch zeigen, wie einfach sich auf Grund obiger Entwicklung der 
Quotient zweier Kugelfunklionen, deren Parameter um eine Einheil 
von einander verschieden sind, in die Form eines Kellenbruches brin- 
gen lässt. Für die Kugelfunklion 1. Art mit dem beliebigen Parameter 
a gilt die folgende Beziehung: 



P(x)=F^-a,a-fl,l,-^_iy ) 



mit der Bedingung, dass das Argument x innerhalb des Kreises liege, 
der um 1 mit dem Radius 2 beschrieben wird. 

Entwickelt man die Formol (28) im Artikel 12 der Disquis., so 
erhält man 

F(q-l,^l, r ,x) _ 1 

FW>y,*) = x 

1 — 



(/9-M)(r-tt+i) 
r(r+i) 



l — 



«(r-fl T 
(r+i)(r+2) ' 



(ftf2)(r-f2— «) 

(r+2)(r+3) x 



(q+l)(r-/3+l) 

i _ (H-3)(r+*) 

Nun ist: 1 — etc. 



P(x) 



F ^a+l,!,--^!) 

1 ) K. Heim». Theorie der Kugelfunktionen, 2 Auflag«' 1. Teil, 5. Kap. 

J ) L Schläfli. l'eber die zwei Heine'scheu Kugelfunktioneu mit beliebigem 
Parameter und ihre ausnahmslose Darstellung durch bestimmte Integrale, l'ui- 
versitAtsprogramui Bern 1381, Seite 5. 
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Wenden wir obige Kellenbruchentwicklung auf diesen Qiiolienlen 
an, so wird 

_ 1 

rix) 



1— 1 



( Ha) 3 1— x 
1 I* 2 



(1— a) 3 l^x 
1 _ ^ 3 2 



(2-fn)* 1— x 



i--±- 4 - 



1— etc. 

§ 20. Den weitaus grossleu Teil der Disrjiiisitiones nimmt je- 
doch der dritte und zugleich letzte Abschnitt ein. Nachdem in aller 
Strenge gezeigt worden, unter welchen Bedingungen die Reihe kon- 
vergiert; wird sie Tür den Wert x = 1 des Argumentes summiert, welche 
Summalion von enormer Wichtigkeit ist. Bei diesem Anlass führt 
Gauss zum ersten Mal seine //-Funktion ein, an deren Stelle seil 
Legendre nun allgemein die r- Funktion getreten ist. Letztere? ist 
mit der .fT- Funktion durch die Gleichung /7(a) = r(a verbunden. 
Weiler wird im Anschluss an die //-Funktion die l f- Funktion ein- 
geführt, die definiert wird durch die Gleichung 

a /J|7 , dLog/rz i\n(z) 
w dz f/ztdz 

Beide Transzendenten werden einer eingehenden Untersuchung 
unterworfen und ihr Zusammenhang mit den Euler'schcn Integralen 
gezeigt; es liegt jedoch nicht im Rahmen dieser Arbeit, näher auf die 
diesbezüglichen wichtigen Resultate einzutreten, und verweise ich hier 
wieder auf die schon weiter oben cilierlen Arbeilen der Herren 
J. H. Graf und H. Schenkel. 1 ) 

§ 21. Um die Konvergenz oder Divergenz der hypergeometri- 
schen Reihe zu entscheiden, untersucht Gauss die allgemeinere unend- 
liche Reihe M, M r M „ . . . M , . . . die derart gebaut ist, dass der Quotient 

zweier aufeinanderfolgender Glieder ausgedrückt ist durch den Bruch 



') Vergl. Seite 9 Autncrkuugen 2 und 3. 
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Für die hypergeomeli ische Reihe F(«,,9, /, x) 

l=oo 

^ rr(ft-H) • • • 1 ),?(,9-f l) • • • • 1) A 

~~ So " " ^r(rfi) • • • • ir-M-i) * 

wird obiges Verhältnis für x = 1 
d. h. es ist hierin 

A = «+,9; 1) = aß, G u. IT. = 0. — a = 1+-/; b = y\ c u. fT. = 0 — 

Gauss beweist nun folgende hier speziell auT die hypergeome- 
Irische Keilte angewandten fünf Salze : 

1. Die Koeffizienten wachsen unbegrenzt (sofern die Reihe nicht 
etwa abbricht), falls « |- /* — ;•> 1 ist. 

2. Die Koeffizienten nähern sich einer endlichen Grenze für 

« + (i — r — i = o. 

3. Die Koeffizienten nehmen unbegrenzt ab für (t-\-fi — y — 1 <0. 

4. Ist im drillen Fall « -f- ^ — y^O, so ist dennoch die Summe 
der Reihe unendlich gross, sofern das Argument x den Werl 1 hat. 

5. Die Summe ist aber endlich für a -f- 1 1 — r<0- 

Ks würde zu weit führen, wenn wir hier die Beweise aufnehmen 
wollten, zumal sie sich nicht wesentlich kürzen Hessen, dagegen wollen 
wir Salz 4 und 5 gestützt aur das Ra.ibe'sche Konvergenzkrilerium di- 
rekt beweisen. Zunächst wisson wir, dass für beliebiges x der Quo- 
tient aus zwei aufeinander folgenden Gliedern M ; und ^ x ^ l dargestellt 
ist durch 



Ml (A+l)ir-f->-) ' A'-Hl 

Weil nun lim ü-i— iV'rn" 1 ^ = 1 ist i *° fo, K , > (,ass die Reihe 
1=00 * R 1 Ir^+z 

divergiert für mod x>l und konvergiert Tür modx<l. Die hyper- 
geomelrische Reihe ist demnach konvergent für komplexe Werte von 
x innerhalb des Kreises, dessen Zentrum x = 0 und dessen Radius 
gleich 1 ist. Hat das Argument x den Werl = 1, so entscheiden wir 



Digitized by Google 



— 43 — 

die Konvergenz oder Divergenz nach dein Raabe'schen Kriterium, 
welches laulet: 

r M i 1 

Isl lim / — — - — 1 = k, so ist eine Reihe konvergent für 

k>l, dagegen divergent für k<l. 
In unserer Reihe ist aber 

M Ul 

M * 1 (i+r— ?)>--\-r— "i* 



(£-)- 



und 

liiuxf-^— -1) = 1 |-r -«-,*. 

Somit ist die Reihe konvergent für l-f-y — « — 1 oder « b?-r<°. 

Dagegen divergent für l-f-y—«—,?< 1 » «-M-r>°- 

§ 22. Die Summe der Reihe V(a,1,r, 1) unter der Voraussetzung, 
dass a j-ß—y<iO ist, findet nun Gauss wie folgt: 
In der linearen Gleichung 

0 = r ( y-l-(2 r -a-,*- 1) x ) F(«. ,1 r .x) + (r-«> ( r -/») x F («, 

rf i,x)- rd -i)(i-x)F(«,^y-i,x) ») 

setzt man x = l, dann wird die Gleichung 

0=y( r -1-2 r +« M |-l]F( fll ^ ; sl) + (r-a)(r-^F(fl,Ay+l,l) 
und hieraus 

F( B ,Ar,D= ~a '(«./»-H-M)- 

yiy — a— p) 

Analog ist 



') Werke III. pag. 130. Gleichung (15), Artikel 7 der Disquis. 
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FKAy+t - 1 , 1) = ^^rj^i^,, ( „. Ay+k ,, ) , 

Darin bedeutet k eine positive ganze Zahl. Multipliziert man alle 
diese Gleichungen miteinander und kürzt gehörig, so wird 

jr-aXr H-ct) ( r-{-k-i- a)( r -^)(r+i-^) (r+ k-\-ß) 

r(r+i) (rt k-i Mr-a-ziMH • • • • (n-k-i -<*-,*) 

K(«,Ay+k t l). 

Nun ist 

lim F(a f ,*.y+k.l) = 1. 

k = oo 

Kerner ist die r- Funktion definiert durch den Grenzwerl 
T(a) — lim ( V f / ' — ,--~r , ^ k *' " } 

Setzt man in der obigen Gleichung k = oo und führt Gamma- 
funklionen ein, so wird 

Fi, ? u rir)r(r -«-ß) //( r-D fflr -«-,*-!) 

Damit ist die Summe der Reihe F(a w tf,r,l) durch T- oder 
/I- Funktionen ausgedrückt. 

§ 23. Kürzer lassl sieh jedoch obige Summalion für x — 1 im 
Konvergenzbereich vermittelst der früher aufgestellten lulegralformel 
ausführen. Es war 

0 

Für x = 1 kommt 

0 

Hechts liaben wir ein Kulersches Integral 1. Art. Drückt man das- 
selbe durch Gammafunktionell aus, so wird 

Vin i r u r{r) r( ' 9) r (r-°-ß) _ r(r)r(r-a-ß) 
v,cr,i) - r{ii) r(r _ fi) nr _ a} - r(r _ ß)nr y a j 

welcher Werl in der Thal mit dem von Gauss gefundenen überein- 
stimmt. 



*) Vergl. J. H. Graf. Einleitung in die Theorie der Gnmmafunktionon etc. 
Seite 5. 

*) Siehe oben Seite 19. 
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§ 24. Mtl grossem Vorleil lassen sich die hypergeomelrischcn 
Reihen auch verwenden bei der Auswertung mancher Integrale und 
auch bei theoretischen Untersuchungen über Integrale. So ist z. B. 



zum 



das Integral j* z 1 (1— z^)' dz. das Gauss im Art. 27 der Disquisit. 

Gegenstände seiner Untersuchung macht, besonders innig mit der 
hypergeomelrischen Reihe verknüpft. 1 ) Damit das Integral für den 
W erl z 0 der Veränderlichen verschwinde, werden l und p als positiv 

vorausgesetzt. Gauss entwickelt das Binom (t—z'*) und integriert 
Glied für Glied. Es wird dann 



Kl > ÜZ X fi+l h 1 -2(2,1 +A) + 



* r (-»•)- 



( _ V)( _^ H) 1(A + 1 
«(^')(7 + s ) ' 



*+--.] 



Somit wird 



/>'(.-."/-.=( ^(-^fi + ^)f 

o 0 

r(-i + i)r(,+i> 

Die Relation y* z^V-z'")'' dz = y- F ^-v, + l,z' u | 



*) Auch Euler hat ein gleichgebautcs Integral behandelt und ist im An- 
schluß daran auf eine bypergcomeürische Reihe gestosseji, siebe Seite 15. 
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in welcher das Inlegral an der obern Grenze unbestimmt ist, leitet 
Kummer später auf etwas aiidorem Wege ab. ') Da das Integral 

z A-1 (l — z^)' dz in der Theorie d«r binomischen Integrale eine 



/ 



grosse Holle spielt, mag es nicht uninteressant sein, einige der ge- 
bräuchlichsten Rekursionsfonneln vermittelst obiger Relation herzu- 
leiten. Ks gilt die Gleichung 

Setzt man hierin j- = ß-\- 1, so wird 

Nun ist, wie wir früher gesehen haben 8 ) 

F(a,^,x)=(l-xf\ 

Setzen wir noch a — — v, t i~ — und \ — + /? . so wird 
obige Gleichung 



f(-,Uh,±^) = (i+'')' 



Wird beiderseits mit multipliziert und die Relation angewandt, 

A 

so erhält man die Rekursionsfonnel 

p-'(l+z^dz=. Z ' (1 |^" l^ f;." U -\l + ,.")^äz. 

5' o 

Diese Formel lehrt den Exponenten r dos Binoms vermindern 
und den Exponenten von z erhöhen. 
Ausgehend von der Gleichung 4 ) 

F(a,/*,r, x) = — F(a t /J-|-1, M) - ~ F(a f l f £r,*), 
substituieren wir wieder y = ^-|-l, dann wird 



') Crcllo, Journal für reine und angewandte Mathematik. Seile 143. 
») Siehe Soilc 37. 
•) Siehe Seite 26. 

*) Gauss, Werko III pag. 130. Formel 2 von Art. 7. 
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F(«./*,/H-l,x) = jtL. F(« j; *-K,*-M,x)- ~ F(«+M„*+M). 
Nun ist wieder 

F(«, ( Hi.^u)=(i-xr K 

Substituiert man fi'ir a, und x dieselben Werle wie oben, 
so wird 



h v 



> 



f- V 

Mit -j- mulliplizierl und die Inlegrale gesetzt, giebl: 

J> Y - « - ^ ) -- + ^J>' a, 

Es ist dies eine Rekursionsformel, die den Exponenten X des Binoms 
successive vermindern lässt, während der Exponent von z gleichbleibt. 
Es gilt ferner 1 ) 

Setzt man ^=/^-f-l f so wird 
F(«,/» t ^K*)=£^ 

Und nun wieder a= — /* = — » x = + z/4 gesetzt, giebl 

F (- A, i_ + lt + = Z _J_ F - + + z") 

z* 

Mit ^- erweitert und die Inlegrale gesetzt, giebt 
») Gauss, Werke III, Formel 6, Art. 7, pag. 130. 
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+ 



(l + z')' d*- 



Hier wird bei gleichbleibendem l der Exponent des Binoms 
erhöht. In analoger Weise könnte man auch zu Rekursionsformeln 
gelangen, die bei gleichbleibendem v den Exponenten Ä von z er- 
höhen oder erniedrigen liessen. 

§ 25. Ich verlasse die Betrachtung der Disquisiliones, indem 
ich glaube, die für die Entwicklung der Theorie der hypergeometrischen 
Reihe wesentlichen Momente berührt zu haben, und möchte nur noch 
zusammenfassend angeben, nach welchen Richtungen hin diese funda- 
mentale Arbeit einen Fortschrill in der Entwicklung unserer Theorie 
gebracht hat: 

1. Gauss hat die hypergeometrische Reihe als Erster einem all- 
seitigen, eingehenden und systematischen Studium unterworfen und den 
ganz allgemeinen Charakter der Funktion bewiesen. 

2. Es ist ferner sein Verdienst, einfache lineare Beziehungen 
zwischen verwandten Reihen (series contiguae) aufgestellt zu haben, die 
für die spätere Entwicklung der linearen Differentialgleichungen von 
fundamentaler Bedeutung sind; auch ist Gauss der erste y der die 
Entwicklung von hypergeometrischen Reihen in der fruchtbarsten und 
ausgiebigsten Weise für die Kellcnbruchentwicklung verwendet hat. 

3. Den grössten Fortschritt aber, den die Theorie durch Gauss 
erfahren hat, erkennen wir jedoch darin, dass es ihm nach Aufstellung 
der strengen Konvergenzbedingungen gelungen ist, die hypergeometrische 
Reihe für den Wert r = 1 des Argumentes durch /7 Funktionen 
zu summieren. Er hat dadurch die Verknüpfung der hypergeome- 
trischen Funktion mit der Gammafunktion und den Euler'schen Inte- 
gralen zustande gebracht. 

§ 26. Wir wenden uns zu der zweiten Abhandlung, die Gauss 
über den gleichen Gegenstand geschrieben hat, und die er schon in 
der ersten Abhandlung ankündigt, indem er sagt: «Infra autem, inde 
a Seclione quarla, funetionem noslram alliori prineipio superstruemus, 
quod applicationem generalissimam paliatur.. 1 ) Während aber die 



') Werke III, pag. 126, Art. 3. 
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erste Arbeit schon 1812 in den « Commenlaliones societatis 
regiae scienliarum Gottingensis recentiores, Vol. II» veröffentlicht 
wurde, blieb die zweite Abhandlung dem mathematischen Publikum 
verborgen und wurde erst im Nachlass vorgefunden und 186(i dann 
mit seinen Werken 1 ) herausgegeben unter dem Titel: • Delerminalio 
seriei nostrae per aequationem differenlialem secundi ordinis*). In 
dieser Abhandlung knüpft Gauss seine Untersuchung an die von uns 
schon mehrmals berührte Differentialgleichung zweiter Ordnung: 

d P d 2 P 

0 = aJP - (r -(«-^-|-l)x) _ (x - *») 

und bezeichnet diese Gleichung als die genauere Definition der hyper- 
geometrisrhen Heihe. 8 ) Es ist dann P F (er, fi, y, x) ein parti- 
kuläres Inlrogal der Gleichung. Für jeden Wert, den x annehmen 
kann von x = o bis zu den Werten des x, die grösser als die Ein- 
heil sind mit Ausnahme des Wertes x = 1, ist P eine vollkommen 
bestimmte Grösse. Gauss beschränkt sich auf die Fälle, bei denen 
x < 1 ist, und versieht unter dem Funklionszeichen P zugleich die 
Summe der Heihe F (er, t i, y, \). M i l Hilfe der Differentialgleichung 
gelingt es ihm. verschiedene sehr wichtige Transformalionen der 
Reihe auszuführen und lineare Beziehungen zwischen verschiedenen 
hypergeomelrischen Reihen aufzustellen. Die drei ersten Elemente 
er, ß, y lässl er beliebig und unabhängig von einander, für das vierte 
Element x setzt er eine algebraische Funktion desselben Elementes. 
Am Schlusso der Abhandlung werden dann noch einige Beziehungen 
abgeleitet, bei denen die Elemente er, t 1, y gewissen Bedingungen 
unterliegen. Gauss macht mit seinen Entdeckungen durchaus nicht 
Anspruch auf Vollständigkeit und erschöpfende Behandlung. Er will 
die vereinzelten Sätze, die er gefunden, in seiner Abhandlung vor- 
führet) und ist der Ueber/.eugung, dass spätem Bemühungen es ge- 
lingen werde, seine Resultate und weil mehr und wichtigere noch 
dazu aus höhern Prinzipion abzuleiten. Lassen wir ihn selber darüber 

_1 ) Werke HI, pag. 207 u. ff. 

2 ) Siehe hierüber auch die Bemerkung des Herausgebers Schering in 
Werke III, pag. 230. 

*) Diese Differentialgleichung wird in manchen neueren Abhandlungen 
kurzweg als die Gauss'sche Differentialgleichung bezeichnet, obwohl sie. wie wir 
gesehen, schon von Euler aufgestellt worden ist. Da jedoch Gauss sie zur 
Definition seiner Reihe macht und sio zum erstenmal einem gründlichen Studium 
unterwirft, hat jene Bezeichnungsweise ihre volle Berechtigung. 

4 
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reden. Im Artikel 40 seiner Abhandlung sagl er: «Adiumenlo aequa- 
tionis differentialis 80 cruere licet complura theoremata maxime me- 
inorabilia circa Seriem nostram, tum generalia tum magis specialia, 
neque dubilatnus quin mulla plura atque graviora adhuc lateant, ulle- 
rioribus curis servata. Quae hactenus nobis revelare contigit, hic in 
conspectum producemus». 1 ) Und in Art. 53: «. . . . mullo vero plures 
sine dubio adhuc latent, easque ipsas quas hic trademus fortasse ex al- 
lioribus principiis derivare in poslerum licebit.«*) 

Das von Gauss gestellte Problem der Yergleichung hypergeo- 
metrischer Reihen untereinander ist in vollkommen allgemeiner und 
mustergültiger Weise von Ernst Eduard Kummer gelöst worden. Wir 
wollen uns deshalb nicht mit der Besprechung der Delerminalio etc. 
aufhallen, sondern gehen direkt zu den Untersuchungen von Kummer 
über, werden aber jeweilen auf die schon von Gauss gefundenen Re- 
sultate hinweisen, es ist das um so eher gestattet, da Kummer jeden- 
falls die zweite Gauss'sche Abhandlung nicht kannte, denn er verweist 
in seiner Abhandlung nirgends auf dieselbe. Es ist also anzunehmen, 
dass Kummer seine Resultate in durchaus selbständiger Weise ge- 
funden hat. 

IV. 

§ 27. Bevor wir aber an die Arbeiteu Kummers herantreten 
können, sind wir gezwungen, Umschau zu hallen, ob in der Zeit 
zwischen der Veröffentlichung der Gauss'schen Disquisiliones und der 
Abhandlung von Kummer sich nicht weitere Bearbeiter der hyper- 
geometrischen Reihe gefunden haben. Wir erwähnen als solchen 
Thomas Clausen. Seine beiden Abhandlungen: «Über die Fälle, wenn 

et' ß' S r 

die Reihe y = F(a,^,?-.x) ein Quadrat der Form z ^= 1 + ~ ~ f —f x 
a'(a'-\-\) fl'tf'+l) <*'«*'+!) 2 , , , A „ 

+ 1^2 7(7+i) ~7{B r +i) x + hal ' imd: « Be,lrag z,,r 

Theorie der Reihen» 8 ), gehören zwar sachlich nicht recht in den nun 
eingeschlagenen Gedankengang, sie werden ihn vielmehr unterbrechen; 
da sie aber im Jahre 1828 veröffentlicht wurden und die Arbeilen 



') Werke III pag. 208. 
») Werke III pag. 223. 

») Beide Abhandlungen Huden sich in Crelle, Journal f. reine u. angew. 
Math, im 3. Band. 
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Kummers ersl 1836 erschienen sind, so gehören sie der Zeitfolge nach 
doch hieher und mögen also auch hier in Kürze besprochen werden. Die 
erste Abhandlung verfolgt den Zweck, die Bedingungen aufzustellen, 

a 8' d' 

unter denen z = 1 f- , , x -\- das Quadrat der Reihe y = l 

1 • }' B 

(t/i 

+ ^- x -f- ist. Clausen wählt als Ausgangspunkt die DifTererttial- 

l>y 

gleichungen dritter Ordnung dieser Reihen, welche lauten: 

d a y 



dx 



+ { (2 a+2ß+a ,3+2) x— / } + aßy = 0 (1) 



und für z 



(* 3 -*>) 'S- - h j (3+«'+^+a')iL«- (i |-/ +*')*) JfiL 

-f { (1 -f «'+,*'+ <T+a',i'+a' 6') x-/ «'} ^ -f «'/(5'z = 0. (2) 

Es soll nun z = y a sein, das giebt durch Dififerenlieren die Bedingungs- 
gleichungen 

dz dy 

= 2y 



dx dx 

dx* dx* + 2 \ dx / 

d 3 * 2y d3y I H dy d2y 
dx 8 y dx 3 dx dx 2 ' 

Durch Einsetzen dieser Werte in die Gleichung (2) und Koeffl- 
zienlenvergleichung mit der Gleichung (1) erhält man dann in Ver- 
bindung mit der Differentialgleichung zweiler Ordnung der hyper- 
geomelrischen Reihe die Bedingungen, unter denen z = y* ist. Clausen 
findet folgende Bedingungsgleichungen: 

1. y a a -\-ß~\- '/*; 2. a',/?',(J', die verlauschbar sind, erhallen die 
Werte 2«, 2fi und a-\-y; 3. / und die ebenfalls unler sich ver- 
wechselt werden dürfen, erhalten die Werte y und 2y— 1. 

Die zweite Abhandlung stellt sich die Aufgabe, die Fälle zu finden, 
in welchen das Produkt der beiden hypergeomelrischen Reihen: 

v-l4_ x I "("-HW-H) ■ 
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lf 2!/(y-fl) 

von der Form 

„ — 14. abc v I a(a+l)b(b+l)c(c+l) , ■ 
l-d«e ' 2! d(d-f-l)e(e-f-l) 

Zur Lösung bedient sich Clausen genau der gleichen Methode, 
wie bei der ersten Aufgabe. Er stellt wieder zuerst die Differential- 
gleichungen zweiler und dritter Ordnung der beiden ersten Reihen 
und die dritter Ordnung der letzten Reihe auf. Ans der Bedingungs- 
gleichung u = y • z ergeben sich dann die Werte der Differenlialquo- 

lienlen -4^-> 4-ür und ~r-r> die in der letzten Differentialgleichung sub- 
dx dx 2 dx s 

stituiert werden. Durch passende Kombination der ersten vier Diffe- 
rentialgleichungen zweiter und dritter Ordnung der ersten beiden 
Reihen und Koeffizienlenvergleichung mit der Differentialgleichung 
dritter Ordnung der letzten Reihe ergeben sich dann die Bedingungen 
zwischen den Parametern. Derartige Umwandlungen können etwa dann 
von Vorteil sein, wenn es sich darum handelt, stark konvergierende 
Reihen zu erhalten. 

v. 

§ 28. Wir kehren nun wieder zu Kummer zurück. Seine um- 
fangreiche Arbeit über unsern Gegenstand, die er im Journal für reine 
und angewandte Mathematik, herausgegeben von Crelle 1 ) veröffentlicht, 
ist betitelt: «Ueber die hypergeomelrische Reihe 

h l. r l-2y(;<+l) ^ 

Zunächst nimmt er die drei Parameter a, (i, y als beliebig und von ein- 
ander unabhängig an, nachher unterwirft er sie einer, dann zwei und 
endlich drei Bedingungsgleichungen. Die Untersuchung für den schon 
recht speziellen Fall mit drei Bedingungsgleichungen führt aber nach 
seiner Methode auf ausserordentlich weitläufige und umständliche Rech- 
nungen, so dass Kummer auf die Ausführung dieses Falles verzichtet. 
Von spätem Bearbeitern sind dann auch diese Schwierigkeiten weg- 
geräumt worden, indem sie noch allgemeinere Methoden zur Anwen- 
dung brachten. Dahingehende Arbeiten rühren von Riemann, J. H. 

') Crelle, Bd. 15. Seite 39—83 und Seite 127—172. 



Digitized by Google 



— 53 — 



Schwarz und andern, doch liegt eine Untersuchung dieser Arbeilen 
bereits nicht mehr im Rahmen dieses Aufsatzes. 

§ 29. Um uns nun einen Einblick in die Methode von Kummer 
zu verschaffen, ist es notwendig, dass wir seinem Gedankengang, we- 
nigstens den Grundzügen nach, folgen. Er nimmt an, die lineare Diffe- 
rentialgleichung 2. Ordnung 

-B- + P-£-+q» = 0. W 

worin p und q gegebene Funktionen von x bedeuten, habe die parti- 
kulären Integrale y = ^?(x) und y^^x), dann ist das vollständige 
Integral der Gleichung (1) dargestellt durch 

y = A f (x)-f B^(x). 

wobei A und B willkürliche Konstanten sind. Analog lässt sich das 
vollständige Integral der Differentialgleichung 

1^ ^+0- = 0, (2) 

in welcher P und Q gegebene ganze Funktionen von z sind, darstellen 
durch v = A' i/r(z) -f- B' ^ (z). 

Zwischen den transzendenten Funktionen <p, ( T \ il>, \f\ sind nun einfache 

Relationen zu (Inden. Lassen »ich z und w so als Funktionen von x 
bestimmen, dass y — w • v der Differentialgleichung (1) genügt, so er- 
hält man vier, oder wenn z und w sich auf mehrere Arten bestimmen 
lassen auch eine grössere Anzahl partikulärer Integrale von der Form 
yi = V(x); y 2 = f,("); y 3 = w^(z); y^wi/^z). Das vollstän- 
dige Integral der Gleichung (1) wird nun einerseits 

y = A^(x) -f- By^x) und anderseits 
y = w v = wA' t/^(z) -j- wB' i/',(z), das heisst, es 
findet folgende Gleichung stall: A^(x)-|-B^ 1 (x) = wA'i/'( z )-|- wB ' i^OO- 
Nun hat aber das vollständige Integral einer Differentialgleichung 
zweiter Ordnung bloss zwei willkürliche Konstanten. Wir dürfen also 
zweien von den vier Konstanten der letzten Gleichung beliebige 
Werte beilegen. Setzen wir z.B. A = 0 und B=l, dann wird 
f t (z)= wA'i/-(z)-f- wB'i/^(z). Daraus geht hervor, dass zwischen je 
dreien der partikulären Integrale eine Bedingungsgleichung von der 
Form y i = ay 2 -|-by 3 stalthaben muss. Hiebei sind a und 

b willkürliche Konstanten. 
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Um nun z und w als Funktionen von x so zu bestimmen, dass 
y = wv der Differentialgleichung (1) genügt, setzen wir y = wv 
und die daraus resultierenden Werte für die Differenlialquolienten 

d y d 8 y 

^ und in die Gleichung (1) ein. Es ist zunächst 
dy dw 



dv 


dz 




dz 


dx 




dw 


dv 


dz 


dx 


dz 


dx 



dx dx 

d*y d*w dw dv dz dv d 8 z 

d 2 v / dz V 

Die Gleichung (1) wird somit 



\ dx / dz 8 



. L dw dz . d 8 z . dz I dv 

+l 8 nn"dr+ w -5i?-+ pw -jrf-dr 



i I d * w i dw ) 

Diese Gleichung muss mit der DilTerenlialgleichung (2) identisch 
sein. Multipliziert man Gleichung (2) mit w sw ergeben sich 

aus der Kocflizienlenvergleichung die Bedingungsgleichungen 

rt dw dz . d*z dz _ /dzY"' 

dx dx dx- dx \dx/ 

d 2 w dw / d zV ,v 

JxT- + |, dx+' 1W = QW W (4) 

dz 

Wird Gleichung (3) durch w — dividiert, so kommt: 
_ d w fr* z 

2 L_ f-pdx — Pdz = 0. 

w 1 dz 1 

Diese Gleichung lässt sich sofort integrieren, man erhält 
2 Log w -f Log -f j Pdz = LogC, wo C eine Konstante 

bedeutet. Wir drücken die Gleichung wie folgt aus 

jpdz-fpdx dx 

w 8 = C e — — to) 

dz 

Die Grösse w nennt Kummer den Multiplikator. 
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Um nun z als Punktion von x allein zu erhallen, sind aus (8) 

d w d* w 

und (4) die Grossen w, — — , -—^ zu eliminieren, was zu der folgen- 

dx dx 3 



den DifTerenlialgleichung dritter Ordnung führt: 



)■ 



+ 2-^ + P»-4q = 0. ((>) 

Durch Gleichung (6) lässt sich also z als Funktion von \ be- 
stimmen und nachher bekommt man aus (5) den Multiplikator w und 
die Beziehungen zwischen den partikulären Integralen können dann 
aufgestellt werden. Die Integration der Gleichung f fi) ist im allgemeinen 
mit Schwierigkeilen verbunden, für unsem Fall aber wird sie sich 
ziemlich einfach gestalten. 

§ 30. Das vorgeführte Verfahren wendet Kummer nun an, zur 
Bestimmung sämtlicher partikulärer Integrale und der Beziehungen 
zwischen denselben für die Gauss'sche Differentialgleichung, welche 
linear ist und von der Form der Gleichung (1) des vorigen Para- 
graphen. 

Sei also die Gleichung gegeben 

d *>' , r — («+^+t)x dy ftl iy 

uV r x 1— x> dx x(l-x) 
von welcher y = Y(a, l i y y,x) ein partikuläres Integral ist. 
Ferner sei die gleichgebaule Gleichung 

d« v r '—(a'+ß'+l) z d v _ «VW 

dz 2 ' z(l— z) dz z(l— z) 
gegeben, welcher v = F(a',/. y' z) als partikuläres Integral genügt. 
Diese Gleichungen mit den entsprechenden des vorigen Paragraphen 
verglichen, ergeben für die Grössen p, q, P und Q folgende Werte: 

„_ r— («+,*+!)* -aß 



x(l-x) ■ x(l-x) 



z(l-z) ^ z(l-z) 

Es wird dann 

f pdx = fr^p+Vl^f r dx _ fa+ß+i-r dx 

J j x(i— x) t ; x t f i— x 

r Log x - (« i v + i — r) Log ( i — \). 
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Soinil wird 

— fpdx — ; — «— ß— 1 
e J = x (1— x) und analog 

e*^ =z (1 — z) 

Diese Werle in (lleichung (5), Seile 54, eingesetzt, ergiebl als 
Bestimmungsgleichung für den Multiplikator: 

w* = C\ (1— x) z (t— /.;. -— (3) 

Es wird weiter 
dP 

( (ff >_^ ) » ,i},i + (4 ft y-2r , ( « , +^-i))gfr , (r , "-2) 

8=3 " z'(l— zf~ 

9 dp , „• a„ I ( « - 1?) 8 - 1 i x' -f U «^-2 r( « ) ) x+ r(r-2) 
- IT + p - 4 q " i*(i=ky " 

Substituiert man diese Werte in der Gleichung (b), Seite 55, so 
wird sie 

dzdx« \dzdx ' z a (l-z) 2 Vdx/ 

Ax»-f Bx-fC _ 

Hierin ist 

A .= (r<-,9) 2 -l A' = («' - 

B = 4«,*-2r(a-K*-l) B f =4«'^— 2r'(«'+/?'-l) 

c = r ( r — 2) r/ = r '(r'— 2). 

Die Gleichungen (3) und (4) enthalten also die Bedingungen, 
denen w und z unterliegen, damit y = w • v, oder also für unsern 
Fall y = w F («', ß\ y\ z). der DilTerenlialgleichung der hypergeome- 
trischen Keine Genüge leisten. Um nun die partikulären Integrale 
der Gleichung (4), in welcher z eine Funktion von x ist, zu bekommen, 
wird angenommen «',/?', f seien Funktionen der beliebigen Parameter 
«, ß, y. derart, dass 

«' = ).a+k'ß+Jl"r+lL"' 
ß'=VU+u'ß+p"r+H'" 

Hierin sind A, ^, >', Zahlenkoefflzienten. 
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Setzt man diese Werte in die Gleichung (4) ein, so erhält man 
Glieder mit den Faktoren a a , /9 a , y* t aß. ay, ßy, «, ß, y und die 
Gleichung (4) nimmt folgende Form an 

2 d ° Z 



/ d a z v 



(5) 



dzdx* 

ha*+kii*+\r 2 +maß+nßr-\-par+qa+rß+&r+l / dz\ 

z a (l-z) a \dx/ 

x a ft a + \ V > -fr a "(2x > - 4x)ft / 9-2 x«r-2x / 9r-2(l-x)r-» a _ 
+ ~x a (l-x~) a 

Dabei sind die Grössen h, k, 1, in, Trinorae von der Form 

a z a -f b zf c. Da nun u, ß, y jeden beliebigen Wert annehmen können, 
so müssen die Glieder, die beziehungsweise « a , zu Faktoren haben, 
für sich verschwinden. Das liefert 10 identische Gleichungen, von 
denen wir aber bloss die drei nötig haben, die durch Annullierung 
der Koeffizienten von y, >i % und y % entstehen. Also 

-2(l-x) _ s_ /'dz\ 2 az'+bz-f -c /d»Y <m 

[— z) a \dx/ Ä z a (l— z) a \dx/ 1 ' 



x a (l— x) a z a (l- 

x a k /dz \ 2 a'z*-}-b'z+c' / £z\ 2 

x a (l-x) a ~~ z a (l— z)" \d*/ z a (l— z)> \dx/ ( ' 

1 I /dzY_ a-z a +b-z+c- /dzY m 

x a (l-x) 8 z a (l-z) a \dx/ — ~ z»(l— z)« "Vdx7* { ° } 

Dividiert man Gleichung (6) durch (8), so erhält man 

a z a_ 'l — b z~f~ c 

2x — 2 = -r ,, /. ,, • Aus dieser Gleichung 

gehl hervor, dass x eine rationale Funktion von z ist. 

Wird Gleichung (7) durch (8) dividiert, so resultiert: 



a a'z'f b'z-fc' 
X ~~a"z»-fb"z-f-c 



Weil aber x eine rationale Funktion von z ist, muss sich die 
Wurzel aus Zähler und Nenner ausziehen lassen, das heissl x wird von 
der Form 

az-f-b 



cz-f-d 

Umgekehrt muss hieraus z die Form 



z = ax ~j~ b annehmen, 
cx-f-d 
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Für diesen Wert des z wird aber 

d'z Ä / d a z x2 



2 



7- 3 h7dr)=°- 



dzdx* 

Unter Berücksichtigung dieser Werte geht Gleichung (4) über in 
Ax»-|-Bx-f C 
x*(l— x)' 1 

= (ad b c) » A - (a x -f- b)» -|- B - (a x + b) (c x + d) + (c x + d)« 

(ax-|-b)*(cx-H) 8 {(c-a)x-H-b) a 
Hiebei haben A, B f C . . . die weiter oben aufgeführten Werte. 
Nun sind aber ß, r und damit auch A, B, C, A', B'. C als beliebig 
vorausgesetzt worden. Das hat zur Folge, dass Gleichung (9) nur 
bestehen kann, wenn sowohl die Zahler als auch die Nenner für sich 
einander gleich sind. Die Gleichung (9) zerlalll deshalb in die beiden 
Gleichungen 

m\ a (l-x) 3 = (ax-f-b) a (cx-fd) ii ((c-a)x + d— b j 2 (10) 

m(Ax 2 f-B*+C) = (ad— bc) a ( A'(ax-f-b) a 

-f-B'(ax-f-b)(cx-f d)-|-C'(cx + d) 2 ) UD 
Gleichung (10) wiederum ist erfüllt für die folgenden sechs 
Werlesysleme der Grössen a, b, c. d und in 

1. c = 0 b = 0 d = a m = a ö 



2. c = 0 b — (1 a = — b m = a 6 

3. a = 0 d = 0 c = b m = b 6 

4. a = 0 b = d c = — d m = b 6 

5. a = c b = 0 c = — d m = a c 

6. a = c d = 0 a — — b m = b 6 



(12) 



a x | b 

Setzt man diese Werte in die Gleichung /. = — — |— j- ein, so 



erhält man für z folgende 6 Werte: 

1. z = x 2. z=l— x 3. z = 



cx-|-d 
1 



v 



1 - x n X — 1 

4. z = . — o. z = 6. z = 

1— x x — 1 x 



(13) 



fm nun für den ersten dieser sechs Werte, nämlich für z = x, 
die Grössen a! ß' f durch a, ß, y auszudrücken, setzen wir das erste 
Wertesystem c = b=0, d = a und m = a 6 in die Gleichung (11) 
ein, worauf sie sich reduziert auf: 

Ax 2 -fBx + C = A'x 2 -f-B'x-}-C\ 
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Diese Gleichung wiederum kann nur bestehen für jeden Werl 
des x, wenn darin 

A = A' B = B' und C = C isl. 
Nach der frühern Setzung aber giebl das die Bedingungen: 

= (a'-f)*, 
4 a ß- 2 r (a +ß _ 1) = 4 a' ß' - 2 f (a f -f ß' - 1), 

r (r-2) = r '(r'-2). 

Diesen drei Gleichungen wird durch folgende Werte Genüge 
geleistet: 

1. a' = a ß'=ß ?' = r 

2. a'^r—o ß' = r—ß r'^r 

3. «' = «- r -f-i ß'=ß- y +i r ' = 2- r 

4. «' = l—a ß'=^i—ß / = 2 — »/. 
Gleichung (3) für den Multiplikator liefert nun nach Einsetzung 

dieser Systeme folgende Werte für w, wenn zugleich z = x gesetzt 
wird: 

1. w^C 2. w = G(l-x) J '~' t " /S 3. w = Cx W 

4. w^Cx^d-xf-"-* 
Die partikulären Integrale der Gleichung (1) sind angegeben durch 
y=vfF(fl',(J' ) /,z). Für den ersten Kall, bei dem also z = x ange- 
nommen worden, ergeben sich somit folgende 4 partikuläre Integrale 

y = F(a, / ?, r ,x) 

y = (l_x/~ w " /? F( ? — «. r-ß, T, x) 

y = x^FCer-y-H, ß-y+1, 2-r,x) 

y = x^l -\f~~"~ ß ¥(l -ß, 1— ß } 2—y, x). 

Wird die Substitution in analoger Weise auch für die andern 
fünf Werte des z in Gleichung (13) durchgeführt, so erhält man wei- 
tere 20 Integrale, eleganter aber kann man aus obigen 4 Integralen 
die 20 andern ableiten auf Grund folgender von Kummer aufgestellten 
Sätze : 

1. Die Gleichung (4), Seite 56, bleibt ungeänderl, wenn man 
in derselben a' durch y' — a' und ß' durch y' — ß' ersetzt. Genügt 
deshalb y = wF(a',^j',z) der Gauss'schen Differentialgleichung, so 

muss ihr auch y = (l— z/'^'^'wF^'- a',/— z) genügen. 

2. Gleichung (4) bleibt unverändert, wenn man in derselben für 
r'---2— ? für»' r'-M "nd für ß'— r '-f 1 setzt. In diesem 
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Fall genügt dann y ^=z 1 ~ r ' w F(a'— j-'-f-l, ß' — r'-fl, 2— /, z) der 
Differentialgleichung (1). Gleichung (4) bleibt ferner unverändert, 

3. wenn f durch 2— /, «' durch 1— a' und ^' durch 1 — ß' 

ersetzt wird. Es ist dann y ^z 1-; '(l— z) y ~ tt ~ ß wF(l-a'. 1-/?', 
2 — /, z) eine Lösung, 

4. wenn z durch 1 — z, durch a'-\-ß' — r'-f-l ersetzt wird. 
Dann genügt y = w F («', «' (-/— r'+l, 1 — z ) der Differential- 
gleichung (1), 

5. wenn z durch -■ * « » durch r'— tf' ersetzt wird. Es ist 

z — 1 

dann y = (1— z)~~ " wF ^«',/— ein partikuläres Inte- 

gral der Differentialgleichung (1). 

§ 31. Da die 24 partikulären Integrale für die spätere Unter- 
suchung von grosser Bedeutung sind, mögen sie hier Platz finden: 

1. F(a,,*,r,x) 

2. (l-x)^F(y-«, n * ir> x) 

3. x H 'F(ß- r 4-l,)5- r -t-l,2-r,x) 

4. x l - y (l—xf- a - ß F{l— a,l-ß t 2-r,x) 

5. F(«„*,a-h?- r -H,l-x) 

7. (i-x) y ~^F(r-a, r-A r-^-o+i, i-x) 

8. X 1_> '(1— x) r "° _/9 F (1-a, 1— ^ r — a-/9+ 1, 1— x) 

9. x-"F^«,«-r + i,«-/y-f-i,4-) 

10. x -^F^^~ r +i^-«+i,-f) 

11. x ß ->'(l-xr "-^(l-a, r-a, -f ) 

12. x^^l-xf-"-^^-^, r -A a-/J+l f -f ) 

( i - v)- ß f («. r - /», « - , T ^ r ) 



13 
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u. (i-x)^F^, r -«^-«+i >T i-^ 

15. x 1 -^!-»/— »p^a— 1-/?, a-/? {-1, 

16. x^l-x^^F^-r+l, 

17. (i-xJ—F^r-Ar.-^j-) 

18. (l-i)-'F^ ro , r ,^L) 

19. x'-^l-x/-"" 1 F (a-r+1, 1-/3, 2- r , 

20. x^^i-x/-^- 1 f (ß-r+t, 1-«, 2- r . ^^y-) 

21. x -°F(«,«-r+i,«+/?-r+i,-^) 

22. x-"F^ f /?_ y -}-l,,v-|-«_ r f 1, i=±) 

23. Hl-xr-^(l-, r _ a , r _„_ m ±I±) 

24. x^i-x/— 'f(i-ä r-Ä r-«-/H-i, ^ x ± )- 

Aus dieser ganzen Untersuchung gehl hervor, dass es Kummer 
gelungen ist, in vollständiger, einwandfreier und durchaus klarer Weise 
alle partikulären Integrale der Gauss' sehen Differentialgleichung zu 
finden. 

Bei genauer Prüfung erweisen sich aber viele der oben aufge- 
stellten Integrale als einander gleich bis auf einen konstanten Faktor 
und Kummer geht nun daran, diese gleichen Integrale auszuscheiden. 
Dies gelingt leicht vermittelst des Salzes, dass, wenn sich mehrere 
obiger Integrale nach steigenden Potenzen entwickeln lassen, sie sich 
nur durch einen konstanten Faktor unterscheiden. Es ergeben sich 
sofort folgende Gleichheilen: 

F(«, (i, r , x) = A(i-xr H F(r-fl, r-Ä y, x) 



FC 



«, ß t y, x) - A' (1 - x) " F (a, y-i, r, -—)• 
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Setzt man hierin x = 0, so erhält man für die Konstanten die Werte 
A = l und A' = l. Die Gleichungen lauten somit 

F(«, r , x) = {l-x?- a - ß F( r -a, r -ß, r, x) (14) 

r,x) = (i-x)-"F^a, r -£ r ,-JL-). (15) 

Derartige Transformationen haben wir schon bei Euler getroffen 1 ), 
auch bei Gauss finden wir diese beiden Relationen 2 ). Auf Grund der 
beiden Yerwandlungsgleichheilen (14) und (15) zeigt nun Kummer, 
dass von den 24 partikulären Integralen je vier einander gleich sind, 
ihre Zahl reduziert sich in Folge dessen auf sechs unter sich ver- 
schiedene partikuläre Integrale, zwischen welchen Gleichungen der 
Form yi=ay»-f-by$ stattfinden müssen. Nun ist aber bei der Auf- 
stellung dieser linearen Gleichungen darauf zu achten, dass nicht etwa 
solche hypergeometrische Reihen miteinander verknüpft werden, von 
denen die einen für gleiche reelle Werte des x divergieren, während 
die andern konvergent sind. Auf diese Art ergeben sich zwischen 
den sechs partikulären Integralen sechs Gleichungen obiger Form 
zwischen je drei Integralen. Auch diese lassen sich vermittelst der 
auf Seite 59 angegebenen Subslilutionssälze auf eine einzige reduzieren. 
Kennt man also eine einzige dieser sechs Gleichungen, so kann man 
umgekehrt die andern fünf daraus ableiten. Die Verbindung der drei 
unter sich als verschieden sich erweisenden drei partikularen Inier- 
grale (1), (3) und (5), Seite 60, liefert die Gleichung: 

F(«, A 7, *) = Ax 1_y F(a-H-M-r+l, 2-y. x) 

+ BF(a,ß«+ l *-r+l,l-x). 

Da man den Wert der Reihe F («, 7-, x) für zwei Werte des 
Argumentes x nämlich für die Werte x = 0 und x = 1 kennt, so 
hält es nicht schwer, die Konstanten A und B zu bestimmen. Es er- 
giebt sich: 

Il( r —l)n(a-y)m t 1-y) Ma-y) Iltf-y) 

11(1—/) J7(«-l) i/(,tf-l) n{a-\- t i — y) fl(—y) ' 

Die Gleichung wird nun 



*) Siehe Seite 12. 

») Gauss, Werke III, Deterniinat. etc., pag. 209, Art. 40, Formel 82 und 
pag. 218, Art. 47, Formel 91 und 92. 
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Ff« z r Q- n(y-l)ll(a-y)n(? - Y ) i~y 

F(«- r -fl,^- r +l,2- r ,x) + 



(16) 



Diese Gleichung in Verbindung mit der Gleichung (15} bezeichnet 
Kummer als die Fundamentalgleichungen Tür die Verwandlung der 
Reihe F («, ß, y } x), denn sie enthalten sämtliche Transformalions- 
gleichungen, sowie sämtliche linearen Beziehungen zwischen den par- 
tikulären Integralen der Gauss'schen Differentialgleichung. 



§ 32. Sehen wir noch zu, zu welchen Resultaten Gauss in dieser 
Hinsicht gelangt. In Artikel 43 der Delerminatio ergiebt sich nach 
mannigfachen Substitutionen und Transformalionen und unter Anwendung 
des Summensatzes für das Argument x = l, die folgendo Gleichung: 1 ) 

r («, ff, a+n+i-r, i-x) = i^^gtol F (a , ,t, r, *) 

+ -n^iinl^W- x F(o+1 - r - 2 - r < v) ' 

Diese Gleichung lässt sich leicht mit der Kummer'schen Fundamental- 
gleichung (16) identifizieren. Wir lösen nach F(a,[i.y,x) auf, dann 
wird 

F ^'^^^^^^ F(«,A«+^+i- r , i-x) 

_ JI (/ -2) ma-y) niß- rl i— ^ 

Nach dem bekannten Salze Jl(a— 1) /!(— a) = -r-^ — kann man 
im zweiten Bruch für TI(y— 2) 



/7(1— y)sin(y— l)rr 

7T 



/I(l— y)sinyjr 



*) Gauss, Werke III. pag. 213, Gleichung 80 unter Berücksichtigung der 
Schlussbemerkung jenes Artikels. 
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K /} TI(r— l)sin r /r 
setzen, dann geht die Gleichung über in die Gleichung (16). 

Eine weitere lineare Gleichung zwischen drei partikulären Inte- 
gralen, die bei Kummer unter Anwendung eines seiner Substilutions- 
sä'tze 1 ) aus Gleichung (16) hervorgeht, Andel Gauss in Artikel 49 
seiner Determinatio etc. 8 ) Wir müssen hier jedoch auf die Vorführung 
derselben verzichten. Es genügt uns, aus alledem erkannt zu haben : 

1. Dass es schon Gauss gelungen ist, die hauptsächlichsten Trans- 
furtnationen der hypergeometrischen Reihe mit drei beliebigen Para- 
metern, sowie die wichtigsten linearen Beziehungen zwischen verschie- 
denen hypergeometrischen Reihen in vollständig einwandfreier Herleitung 
zu finden. 

2. Dass es doch das ungeschmälerte Verdienst Kummers ist, das 
Verwand lungs- und Vergleichungsproblem der hypergeometrischen Reihe 
ganz allgemein gelöst und vollkommen systematisch durchgeführt zu 
haben und zwar ohne Kenntnis der Gauss' sehen Resultate. Kummer 
hat in das etwas zersplitterte Gebiet Ordnung und Methode hineinge- 
bracht; es ist ihm geglückt alle Transformationen und linearen Be- 
ziehungen der Gauss sehen Reihe auf die beiden unter (15) und (16) 
aufgeführten Fundamentalgleichungen in Verbindung mit den auf Seite 
50 angegebenen Substitutionssätzen zurückzuführen. Gauss hat freilich 
diese beiden Fundamentalgleichungen auch aufgestellt, aber bei ihm 
sind es, wenn auch wichtige, so doch nur vereinzelte Resultate. 

Gauss sowohl als Kummer weisen darauf hin, welch grossen 
Nutzen diese Transformationssätze für die numerische Berechnung der 
Reihe F (a, t i, y, x) gewähren. Vermittelst ihnen lassen sich: 

1. Reihen mit negativem vierlein Element in solche mit positivem; 

2. Reihen, bei denen das vierte Element grösser als 1 ist. in 
solche bei denen es kleiner als 1 ist; 



') Siehe weiter oben Seite 59. 

*) Gauss, Werk« III; pag. 220, Gleichung 93. Bei Kummer findet sich die 
Gleichung in Crelle. Bd. 1», Seite 60. Formel 27. 
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3. schwach konvergierende in stark konvertierende Reihen ver- 
wandeln. Bei der Anwendung der Sälze ist aber immer sehr darauf 
zu achten, dass nicht etwa mit unendlichen Grössen, auf die man ja 
bei der Anwendung von /f-Funklionen leicht geführt wird, gerechnet 
wird. 

§ 33. Ausser den soeben besprochenen linearen Beziehungen 
zwischen hypergeometrischen Reihen, suchen beide Autoren auch 
Gleichungen anderer Art. namentlich solch« die Produkte von K-Funk- 
tionen enthalten, herzuleiten. Ausgehend von der Differentialgleichung 
zweiter Ordnung unserer Reihe gelangen beide auf fast gleichem Wege 
zu gleichen Resultaten; da jedoch Kummer auf etwas allgemeinerem 
Wege vorgeht, wollen wir diesem folgen. 

Sind y und /. zwei partikulare Integrale der Gauss'schen Differen- 
tialgleichung, so gilt: 

d*y t'q -HH Dx-r dy ft | , y 

dx 2 x(x- 1) dx x(x-l) ~~ r 

d 2 z (« hH- U\-y dz , rtj* 0 _ 
dx* ^ x(x— 1) dx 1 x(x— 1> , 

Multipliziert man die beiden Gleichungen mit den beigesetzten 
Kaktoren und addiert, so erhält man 

I d'y dv. ] (a+ß +iU- r f dy dz 1 

L dx« ~ y dx"J + ~\(\ 1) |/' dx } dx] ~ U ' 

Setzt man 

d v i\y 

z~ y — = Y, so wird die Gleichung 

dx dx 

*jl _ h <a+äpy pi. v = o. 

dx x(x — 1) 

Werden hierin die Variablen gelrennt, so ergiebt sich 

« + |J=±^=L +f ) i ,. t 

Diese Gleichung lässt sich leicht integrieren. Es wird 

LogV = — fl—r)Log(x—l) — T-Logx-j-LogC. 
Und V = C(l— x/ - " - '* -1 x~ r . Setzt man noch für V den Werl, so ist 

z^- — y 4- = C (1— x) ;— "~ ^~ 1 x~ } , wobei Ceine Konstante bedeutet, 
dx dx 
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Für y und /. können nun die verschiedenen oben zusammen- 
gestellten partikularen Integrale gesetzt werden, was eine sehr grosse 
Anzahl von Beziehungen liefern muss, und die man je nach dein Be- 
dürfnis sofort herleilen kann. Wir beschränken uns hier auf ein ein- 
ziges Beispiel, das sich bei beiden Autoren Andel. 1 ) Es sei 
y — P(«, 1,r,x) und z — F(a,^.a-f ß — ^-f-Ll— x), dann wird 

g = ^l!* F(( , + l.^ + l ir+1 , x) 

" nd S" - (7 qr7!: r ^ F '«+M+i,«+^-r+2,i-x). 

Setzt man diese Werte in die oben aufgestellte Gleichung ein 
und kürzt zugleich, so ergiebl sich dio Gleichung 
F(«.,l«-h^-r+l,l-x)F(a4-l,^-f-l, r 4-l,xj 

= cx-'a-xf- ß -''-\ 

Zur Bestimmung der Konslanlen C verwandelt man die Reihen 
mit dem Argument 1— x vermittelst der Formel (15) und setzt dann 
\ = - 0, dann kommt 

c <- n \-i- r -\-\ F(«-r+is*-r+i,«+^-r+2,i) 

= n( a \-ti~ r) lH r) 

JI(a)l!(ß) 

Wendel man auf die so gefundenen Resultate noch die Sätze 
über die verwandten Funktionen an, so steigt die Zahl der resultierenden 
Relationen gleich ins Unzählbare. 

§ 34. Im drillen Abschnitt seiner Abhandlung 8 ) verlässl Kummer 
den allgemeinen Standpunkt, bei dem alle drei Parameter o, ß und 
y als von einander unabhängig vorausgesetzt wurden, und behandelt 
nun den spezielleren Fall, in welchem zwischen den Elementen a. ß 
und y eine Bedingungsgleichung von der Form 

n« -f n'fl + n"r + n'" = 0 
besteht, worin n, n' . . . Zahlenkoeffizienten sind. Die Bedingungs- 
gleichung nach y aufgelöst, giebl die bequemere Form 
/=mo + mV + 

') Gauss. Werke III, pag. 223, Art. 51. Formel 97 und Grolle, 15, pag. 63, 
Formeln 30—32. 

2) Grelle, Bd. 15. Seite 64 u. ff. 
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Auch diesen Fall behandelt Kummer nach der oben für die all- 
gemeine Keihe aufgestellten Methode, da aber eine neue Bedingungs- 
gleichung Berücksichtigung finden muss, wird die Untersuchung eine 
etwas weitläufigere und subtilere. Die Integration der Differentialgleichung 
führt auf neue, wenn gleich speziellere partikuläre Integrale, so dass 
ihre Zahl auf 288 anwächst. Zwischen diesen Integralen bestehen 
dann zu je zweien oder dreien ganz analoge Relationen, wie sie früher 
abgeleitet worden sind, und es werden im betreffenden Abschnitt 
auch eine grosse Anzahl dieser Beziehungen aufgestellt. Wiederum 
lassen sich hier die ausserordentlich zahlreichen linearen Gleichungen 
zwischen den 288 Integralen auf bloss zwei Fiindamentalformeln 
zurückführen, aus denen man umgekehrt in Verbindung mit den 
früher aufgestellten Formeln alle diese Relationen wieder herleiten 
kann. Besonders sorgfällig muss hier jeweilcn untersucht werden, 
innerhalb welchen Grenzen das Argument sich bewegen darf, damit 
die Reihe noch ihre Gültigkeit behält. Das vierte Element ist eben eine 
algebraische Funktion des Argumentes x und darf sich nur innerhalb 
der Grenzen — 1 und |- 1 bewegen. 

Es würde zu weit führen, wollten wir näher auf die Trans- 
formalionen dieser Stufe eintreten, zumal die dabei angewandte 
Methode, wie schon bemerkt worden, keine wesentlich neuen Gesichts- 
punkte mehr aufweisl, es sei nur noch bemerkt, dass sich einige 
Beziehungen zwischen zwei und drei F Funktionen dieser Stufe auch 
bei Gauss finden. 1 ) 

§ 35. Damit verlassen wir die Verwandlungslheorie der 
hypergeomelrischen Reihen mit zwei beliebigen Parametern und 
wenden uns noch kurz zu den hypergeomelrischen Funktionen, bei 
denen zwei Hedingungsgleichungen zwischen den drei Elementen a, ß 
und x stattfinden und* also nur ein Parameter beliebig ist. Natürlich 
wird für diesen noch spezielleren Fall die Bestimmung der ausser- 
ordentlich zahlreichen partikulären Integrale der Gauss'schen Diffe- 
rentialgleichung unter Anwendung der Kummer'schen Methode noch 
weilläufiger und schwieriger, auch werden die Ausdrücke schon recht 
unhandlich. Kummer steht deshalb davon ab, diesen Fall in so all- 
gemein erschöpfender Weise wie die vorigen beiden zu behandeln, 
er beschränkt sich auf diejenigen Gleichungen, die er in den vorigen 

') Determinatio, Arlik. 53 bis zum Schiusa. 



Digitized by Google 



— H8 - 



Abschnitten gefunden hat und wählt daraus solche aus. welche sich 
gut für den gegenwärtigen Fall verwenden lassen, auch stellt er bloss 
Beziehungen auf zwischen zwei F Funktionen. Sein Verfahren ist 
folgendes : Aus zwei früher gefundenen Gleichungen zwischen zwei 
hypergeometrischen Reihen bestimmt er ein Element z. B. >i so, dass 
die linken Seilen identisch werden. Dann sind natürlich auch die 
rechten Seiten gleich und die gewünschte Beziehung folgt aus der 
Gleichselzung dieser Seiten. 

So lauten z. B. die Gleichungen (50) und (52) in Grelle 15. 
Seile 78: 

F(«, ß,a-(l+l,x) = f(-~, -Ü-, a-.^-l, (1 |* x) , ) 

F(,^ 2 ,, x) = (i - l y\ (f, <f, ,*+-L, (^r)> 

a-f-l 

Die linken Seilen werden identisch für = — } — und die ge- 

d 

wünschte Beziehung wird 

Darin noch ^ ^ ~ 1 gesetzt, giebt 

/« «+1 2«+5 \ 
\~2~' ~ 2~ ' H" — ' / 

Diese Formel könnte noch weiter transformiert werden. 

Da auch die Transformationen dieser Stufe keine neuen Gesichts- 
punkte für die Theorie eröffnen, kann es nicht in unserer Absicht liegen, 
näher auf dieselben einzutreten. Es mag jedoch hervorgehoben 
werden, dass die Theorie dieser Gruppe wichtig sein rauss mit Bezug 
auf die Kugelfunktionen und Bessef sehen Funktionen, denn wie wir 
früher gesehen haben, lassen sich diese Funktionen durch hyper- 
geometrische Reihen mit nur einem beliebigen Parameter zur Dar- 
stellung bringen. 1 ) 

') Siehe Seite 30 u. ff. 
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§ 36. Wir können es uns hier nicht versagen, mindestens 
zwei Anwendungen auf die Kugelfunktionen gemacht zu haben. Die 
Transformationsgleichung (14) Seile 62 lautete: 

F(a, ; l r ,x) = (l-xr K "" /J F(r-« ) r- i ^ ) x). 

i 1 

Setzt man a — — a. ^=a + l, y—\ und x = so folgt 

F(-a,a-f-l, 1, - -^1) = F|l T a r3 ,li-l). 

Nun ist F^— a, a-f-1 ,1,— ? -'"^ = P(z) l s somit auch F^l-fa.-a,l, 

2 \ — a— 1 « —»—1 

-— =P(z). Unsere Gleichung wird nun P(z)=P(z). Wir 

Ca 

haben also sozusagen ohne Mühe den wichtigen Salz bewiesen, dass 
Kugelfunklionen 1. Art mit beliebigem Parameter gleich sind, wenn 
sich ihre Parameter zu — 1 ergänzen, ein Salz, der in der Theorie 
der Kugelfunklionen bewiesen wird. 

Da Kummer es unterlassen hat, Gleichungen zwischen 3 hyper- 
geomelrischen Keilten mit nur einem beliebigen Parameter aufzu- 
stellen, sei es uns noch gestattet, eine solche Beziehung herzuleiten, 
die dann wieder einen Salz aus der Theorie der Kugelfunktionen 
veranschaulichen wird. 

Wir gehen aus von der Fundamentalgleichung (16), Seite 63: 

W> " ;/J r)» a In .i i.* 1 («-r+V-r+M-r,*) 

, n(a-r m,i— r ) _ , . , . ... 
+ u^J^ r) -ii ( - r) F«.«.A«+(*-r+i. i-x). 

Setzt man « = — . t i = — - — r = - — a, x = -^> so 

C u & 7. 

kommt, wenn slall der //-Funktionen TTFnnklionen genommen »erden: 
_/ a 1— a 1 1 \ 



') Seile 40, siehe dorl die Anmerkung -J. 
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4 



rO)r(. + |) 

Formel (47), § 19, bei Kummer lautel:') 
F (a, a + i-, r , x) = (1 - x)~" F (2 «, 2 r -2 « - 1 , • r , ^"gZl 1 ) 

a z a — 1 

Für a = — , r = 1 und x = - — ~— wird diese Formel 

2 z a 



_/ a 1— a , z*— l\ -» „/ . . , 1 



— z 



2 / 

Setzt man diesen Wert in die oben aufgestellte Gleichung an 

/ l-z\ 

Stelle der letzten F Funktionen ein und löst nach Fl — a,a+l,l,— ^— y 



so wird 
F 



4 +1 ) r ( L r) 

r(4-a)r(a+ i-) , 

- r(a+ 3 )r( _a^ 

Diese Formel kann noch vereinfacht werden. Der Salz über die 
Verdopplung des Argumentes bei /'Funktionen lautet: 

r(|)r(2c) = 2 2 '-V(c)r(c + ±). 

Setzt man 2 c = a + 1, so wird 

r\ T(a+1) = 2T r(| + l) »nd hieraus 

^4 Lr (T + 1 ) s2 "' r T r(a + l >- 

Setzt man 2c = — a, so wird — j T(— a) 



') Crelle Bd. 15, Seite 77. 
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und hieraus 



Es gilt weiter der Salz r(i- -a) r({- + »)-~ ■ 

Ebenso r(— a)r(l+a) = woraus A—a)=- •• f- '-■ -- ; 

— sina/r -rd-f-a)sina/r 

und somit 



\ 2 / 2 - r(a-|-l)sin 



I37C 

Selzt man diese Werle in unsere oben gefundene Gleichung ein 



( 1— JE \ * 

und beachtet, dass Fl — a, a-f-1, 1 . J = P(z) ist. so wird sie 

r-i-r (a+i) 

tga/ rna-f-^z""- 1 L Y a f 1 a 3 1 \ 

f S(lH4) ,TT T7 ' 

Es ist dies eine Formel, die von Schläfli auf ganz anderem 
Wege hergeleitet worden ist.') Wird « ganzzahlig. so verschwindet 
die zweite hypergeometrische Funktion rechts, wegen lg « rr und 
wir erhalten die bekannte Relation 

" , r ( n +~2~) on „/ n 1-n 1 1 \ a > 

Beachtet man, dass tga rccolga 7t «= l ist und multipliziert unsere 
Gleichung mit dieser Identität, so kommt 



') Uebcr die zwei Heine'schen Kugelf. etc. l'uivcrsitätaprogranim Bern 
1881, Seit« 19. 

") Seite 33. 
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l 8 a,c„, K a.r(a |--L) a , 

p,7> — fi\ t'"2" 't 

r( T )r(.+i) 

tga«r(a-|-l) z— ' /a-|-l a 3 l\ 

Nehmen wir das zweite Glied voraus und sondern ^ a ' - ab, 
so kommt, unler Berücksichtigung, dass /r=^r^ j ) ist. 

| r (_;.) r(a+11 



2 r 



(■+-9 



4.™,., ^(t) ^ + ~2") „, , / a 1-a 1 1\ 
Nun haben wir frütier gefunden, dass 1 ) 

•(^-)n»+D aH .j , ,\ . 



+4) 

, r ( r) r ( a+ T.)^ ._/■ a i-i i i\ -«-\ 

f °' Sa « /Ta 11) 2 * 1-2' "2- 2 — 

Somit folgt endgültig 

Dieser Salz ist in der Theorie der Kugelfunklionen mit belie- 
bigem Parameter von fundamentaler Bedeutung. Wir haben ihn hier 
als Schlussresullal erhalten, während man beim Studium der P- Funk- 
tion gewöhnlich von diesem Salz ausgeht. Dieses Beispiel liess er- 
kennen, wie ausserordentlich fruchtbar die Anwendung der Theorie 
der hypergeonielrischen Reihe auf die Kugelfunklionen wird, da jedoch 

") Seile 34. 
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die Kugelfunklionen bis heute besser erforscht sind, als die hyper- 
geometrischen Funktionen, sucht man gewöhnlich die in den Kugel- 
tunktionen gewonnenen Resultate auf die Theorie der hyper- 
geometrischen Reihen anzuwenden, stall umgekehrt. 

§ 37. Es bliebe uns jetzt noch übrig, den Fall zu untersuchen, 
bei welchem drei Bedingungsgleichungen zwischen den Parametern 
a, ß, x stattfinden, das heissl bei dem also er, t i und y beslimmle Werte 
besitzen. Dieser speziellste Fall würde die Transformationen der 
vollständigen elliptischen Integrale, sowie einiger unbestimmter ellip- 
tischer integrale enthalten. Da die Methode Kummers auf viel zu 
grosse Schwierigkeilen führen würde, verzichtet er ganz auf 
die Durchführung dieses Problemes, zeigt aber spater bei den An- 
wendungen manche Beziehungen zwischen den elliptischen Integralen 
und den hypergeometrischen Reihen, worauf wir noch zu sprechen 
kommen werden. 

38. Kummer hat sich ausser mit dem eben besprochenen 
Verwandlungs- und Vergleichungsproblem der allgemeinen und bedingten 
hypergeometrischen Reihen auch mit der Summalion der letzteren 
befassl. Wir wissen, dass es schon Gauss gelungen ist, die Summa- 
tion unserer Transzendenten für den Werl des Argumentes x = 1 
auszuführen. Dieser Stimulation vermittelst //-Funklionen fügt Kummer 

noch weitere bei und zwar für die Werte x =-- — 1 und x = für 

St 

hypergeometrische Reihen mit 2 beliebigen Parametern, dann für die 
18 1 

Werte x = — -• - » ........ für Reihen mit nur einem beliebigen 

y y 8 

Parameter. Vermittelst der Gauss'schen Gleichungen zwischen ver- 
wandten Funktionen kann dann die für eine Reihe gefundene Summe 
weiter benülzt werden zur Bestimmung der Summen solcher Reihen, 
deren Parameter sich von denen der summierten Reihe um ganze Zahlen 
unterscheiden. Das Verfahren, das Kummer zur Gewinnung seiner 
Resultate anwendet, stützt sich auf seine Transformationsformeln. So 
geht er bei der Summalion für x = 1 aus von der Formel: 

Für x = — 1 wird sie 

>) Grelle 15, Seile 78, Formel 53. 
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F(0 .,, 0 _,, + l,_l) = 2-F(f Z=y±±, , t ~ß+\,l). 

Die rechte Seite kann nach dem Gauss'schen Salze summiert 
werden. Es ist 

Somit wird 

F(g ,,, c _ m - 1) = 2-r^.,-m^ 

<f ->+■) <-t-) 

Ähnlich führt er auch seine andern Summalionen aus. 

Für das Argument x = — 1 ist mir die Summation obiger Reihe 
auch vermittelst des bestimmten Integrals der hypergeometrischen 
Reihe gelungen. Das Integral laulele: 

o 

Für y = ß — °4 _1 und * — 1 wird diese Gleichung 

F ( «„v-H-i, - 1) = il^tll) f""" 1 ( 1 -■)"" (i+«) _,, «iu. 

Das Integral lässt sich schreiben wie folgt: 

rx >=! 
J (u*) 2 (1 — ^.""du. 

t / i —Vi 

Setzt man u* — z, so wird u = z und du = — z dz. 

Für die Grenzen ergiebl sich folgendes: ist u = 0, so ist auch z — 0. 

» ii = l , i » > z = 1 . 



Es ist also 

/(u 2 ) 2 (1-u») "du=-^ / z - (1-z) z 'dz 

0 

.1 J 



/ z^^i-zr-dz. 
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Das ist aber ein Euler'sches Integral I. Art, das in r Funktionen um- 
gesetzt, folgenden Wert giebl: 

Nach Kinsetzung dieses Wertes wird unsere Gleichung 
F(«. (i,ß-a -f-l , -1) = ^ ^ V 

n^)r(i-«)r^-«-fij 

Setzt man in der Gleichung 
r^^r(2a) = 2 2a " l r(a)r^4-i) 2a = /l so kommt 

woraus — = — r- 2 r . 



Diesen Wert oben eingesetzt, liefert 



2~ ß r\ 



r(4-.+i) riH 



Dieser Wert stimmt mit dem von Kummer gefundenen überein, 
man vertausche nur das erste mit dem zweiten Element. 



§ 39. Das Beispiel, das Kummer summiert für den Fall, dass 
kein Parameter mehr beliebig ist, mag noch vorgeführt werden, da es 
die grosse Analogie dieser speziellsten hypergeomelrischen Reihen mit 
den elliptischen Integralen recht deutlich zeigt. 
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In der Yerwandlungsformel: 



f(a,ß. a +ß+l x) 
(l+£=k\- 9m ( 1 1\/r-x-l\') 



selze man « = -j- und ß= ~, dann wird 



F U ' T' t* V - V — r— >/_ b V 2 • 4 ' TVTf^+T/ 

Setzt man hierin wieder ^i^J* — - = \' dann weiter 

y/i -x+1 

\/i~x' + J. 

. so erhalt man die 

Rekursionsgleichungen 

Lässt sich die Reihe F x^ für irgend einen Wert 

des Argumentes x summieren, so lässt sie sich auch für die Werte x', 
x". summieren. Nun ist nach Gauss für x — 1 

J 5 \ 

f(4-'-t» -7-» 1 )=— — \ ' I)eni Werte x=l entsprechen die 

12 * 4 ' r(l) 

Werte x' = - 1. = - ^^±11 

Multipliziert man die oben aufgestellten Rekursionsgleichungen 
miteinander, so erhält man 



'(ttt 1 )^"- 1 ' 



)(1— x")(l— x'")---., wo sich x',x" 



\) Crellc 15, Seile 77, Formel 45. 
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sehr rasch der Null nähern. Das ganze Verfahren erinnert sehr an 
den Weg, den man bei der numerischen Berechnung der elliptischen 
Integrale einschlägt. 

§ 40. Einen eigenen Abschnitt 1 ) seiner reichhaltigen Abhand- 
lung widmet Kummer den Anwendungen der gefundenen Transforma- 
tions- und Snmmenformeln auf transzendente Funktionen, die in der 
hypergeoinetrischen Funktion enthalten sind. So werden zunächst 
einige allgemeine Reihen auf hypergeomelrisehe zurückgeführt und in 
bestimmte Integrale verwandelt, nachdem das Integral der hypcrgeo- 
melrischen Reihe aufgestellt worden ist. dessen Richtigkeit a posteriori 
durch Entwicklung in die Reihe bewiesen wird. Wir müssen indessen 
Verzicht leisten, näher darauf einzutreten, zumal uns die Inlegralform 
bereits bekannt ist und die Kummer'sche Herleitung keine neuen Ge- 
sichtspunkte aufweist. Der Erwähnung verdienen bloss zwei interes- 
sante und für die Folge wichtige spezielle Reihen, welche sich durch 
unbestimmte Integrale ausdrücken lassen. Ks sind das dio beiden 
Reihen F («, t i, t i J-l, x) und F («, 1, ? , x), bei der einen ist also 
bei der zweiten ^=1. 

Die erste Reihe führt Kummer auf die Relation: 

F (—' 4 • 7 + * ,; ") = xr> 'fi~ l (1 il - 

o 

Ein Resultat, das schon Gauss gefunden hat, und das wir dort 
einlässlich besprochen haben. 8 ) Die zweite Reihe lässt sich wie folgt 
durch ein Integral ausdrücken: 

F(«,l, r ,x) = ( r -l)x 1 -'(l-xf-"- 1 px ; '- 2 (l-x)'^dx. 

Natürlich lassen sich nun vermittelst Reduklionsformeln die Reihen 
F(a,£,/¥-f-k, x) und F (er, k, 7-, x). worin k eine beliebige ganze Zahl 
bedeuten kann, durch unbestimmte Integrale ausdrücken. Die genannten 
beiden Fälle sind deswegen wichtig, weil es die einzigen sind, mit- 
telst denen Kummer einen Uebergang von der hypergeomelrischen 
Reihe auf unbestimmte elliptische Intograle bewerkstelligen kann. 

Überhaupt enthält der grössle und wichtigste Teil des ganzen 
IV. Abschnittes die Anwendungen der früher gewonnenen Sätze auf 

•) Crelle, 15. Bd., Abschnitt iV, Seit« 138 ff. 
«) Siehe Seile 45 und ff. 
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die Theorie der elliptischen Integrale. Da es sich hier aber gerade 
um solche F Punktionen handelt, die keinen beliebigen Parameter 
mehr haben dürfen, so gelingt Kummer die Lösung dieses Problemes 
nur teilweise. 

Um die vollständigen elliptischen Normalintegrale als Spezialfälle 
der hypergeometrischen Reihe mit keinem beliebigen Parameter 
erkennen zu lassen, geht Kummer von einer hypergeometrischeu 
Reihe aus, in welcher er von Anfang an die Parameter gleich so 
wählt, dass nach der Umwandlung der Reihe in ein bestimmtes Inte- 
gral, dieses Inlegral sich nach gehöriger Umformung als elliptisches 
Normalintegral erweist. Wir wollen hier den umgekehrten Weg ein- 
schlagen und versuchen, das vollständige elliptische Normalintegral in 
eine hypergeoinelrische Reihe zu verwandeln. Dieser Weg erfordert 
keinerlei Annahmen betreff der Parameter, da das elliptische Normal- 
integral streng definiert ist, während das Verfahren Kummers nur 
dann zum gewünschten Resultat führt, wenn die Parameter gleich von 
Anfang an richtig gewählt werden, was wieder von einem glücklichen 
Zufall abhängt, oder dann auf mehrfaches Probieren anweist. 

Das vollständige elliptische Normalinlegral I. Art in der von 
Jakobi aufgestellten Form ist gegeben durch den Ausdruck: 

k = C-r-^: i 1 ^ = /"(i-/. 2 r' ! (i-k'z s r''«dz. 

Wir setzen 

z- = x, dann ist z — x und dz = -^-\~ 'dx. Grenzen: 

c 

Tür z = 0 ist x = 0 für z = l ist x ebenfalls =1. Somit wird das 
Integral K = y/ x~ V, (l— x)~ l/a (l-k , x)~ ,/, dx. 

0 

Das Inlegral hat die Form des bestimmten Integrals der hyper- 
geometrischen Reihe. Zur Bestimmung der Parameter ergeben sich 
sonach die folgenden Gleichungen: 

— v« 

Hieraus ergeben sich die Parameter leicht. Es ist a = ~, t i 
= ~, x = 1. Weil nun : 
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1 P 



"- 1 (l_U)^- 1 (l-3LUr <, dU = 



1^ 

2~ 



riß) r 



Ar) 



ist, so wird 



_ 1 K "2") r ( 2 ) /l 1 t \_* / 1 1 ,\ 
- T " "AiT \2 ' 2 ' k / - 2 *A 2 ' 2 ' *' k / 



Das vollständige elliptische Integral II. Art lautet: 



dz. 



Z = v' 



Set/.e z a = x, dann ist 
Grenzen bleiben gleich. Es wird also 



und 



1 — » , 



x)""""(l-k»x 2 ) V2 dx. 



Die 



Die Bedingungsgleichungen zur Bestimmung der Parameter werden 



1_ 
2 



l l 

woraus „ — — _. 



und p*= 1 werden. Wir haben schliesslich 



2 V 2 



1 

2~ 



1 



Da bei den elliptischen Integralen der .Modul k stets 
kleiner als 1 ist. so sind diese Reihen immer konvergent und es ist 
einleuchtend, dass sie zur numerischen Berechnung der vollständigen 
elliptischen Normalintegrale sich sehr gut eignen, auch muss es nun 
leicht möglich werden, mit Hilfe der zahlreichen von Kummer aufge- 
stellten Relationen zwischen zwei hypergeomelrischen Reihen die 
wichtigen Transformalionen der vollständigen elliptischen Integrale 1. 
und 2. Art zu finden, natürlich kann es sich aber dabei nur handeln 
um Verwandlung der elliptischen Integrale in solche mit anderm 
Modul, da ja für die vollständigen Integrale die Amplitude stets gleich 
*/« ist. Umgekehrt lassen sich aber auch viele hypergeomelrische 
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Reihen durch elliptische Inlegrale ausdrücken und Kummer führt auch 
zahlreiche solcher Verwandlungen und Umformungen durch. Wir 
greifen hier bloss deren zwei heraus: 
Wird in der Relation') 
V{a ti U-ii+l.\) 

r/ = i. * und x = k 2 gesetzt, so erhält mau 

f (tt 1 ' k, )=< llk »" l '(r!'#t 

Ausgehend \on der Gleichung 
( r - J V)F(«, i Ar ! x)F(-a.l .- t i tr —a-i1+lA-\) + (r-a)F{a-l 9l i.r,x) 
F(l-«, 1— r— «f-/*+l, 1- x) —(T-a+(a-,i)\) F(o,^r, \lF(l-«. 

W . r _„_., +1(1 _ X) „ Ä /J«.te^. n orMU n,a„ mr 

«= J-, r==l und x = k* und unter Berücksichtigung, dass 

der komplementäre Modul k' =\Jl— k 2 . 

l 1 

2"' 2 



+ .1 Pf-"'- '' l,k')F(-i,i-,l,k") 



Diese Gleichung in elliptische Inlegrale umgesetzt, giebt die auch 
von Legendre, Abel und Jacobi auf andere Art hergeleitete Formel: 

F(k) E(k') ~h F(k') E(k) — F(k) F(k'; ==-—. 

§ 42. Leider gelingt es mit den von Kummer angegebenen 
Hilfsmitteln nicht, eine allgemeine Beziehung zwischen der hypergeome- 
trischen Reihe und den unbestimmten elliptischen integralen, sowie 

>) Grelle, Bd. 15, Seile 78, Formel 51. 
2 ) Grelle. Bd. 15, Seite 64. Formel 34. 
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den elliptischen Funktionen aufzustellen und blieb es spätem Bearbeitern 
vorbehalten, dieses Problem zu losen. 1 ) Kinzig die unbestimmten Inte- 
grale mit den drei Moduli y/i-, \J— ~ und V^2 — 1 konnte 

Kummer durch F Reihen ausdrücken. Selbstverständlich lassen sich 
damit auch die sehr zahlreichen elliptischen Integrale, deren Moduli 
durch Transformation aus den obigen drei Moduli hergeleitet werden 
können, durch hypergcomelrische Funktionen ausdrücken. Die beiden 
einzigen Integrale, welche die Verbindung herstellen, sind oben Seile 
77 angegeben worden. 

Gelingt es umgekehrt, eine Heine der Form F(a. b, c, x) durch 
ein unbestimmtes elliptisches Integral auszudrücken, so ist klar, dass 
sich auch alle Reihen der Forin F (a -f- /, b + c -f- v, x), worin ju 
und v ganze Zahlen sind, in unbestimmte ellipt. Integrale umsetzen 
lassen, denn einerseits führt die Differentiation elliptischer Integrale 
wieder auf solche, anderseits bewirkt die Differentiation der hypergeo- 
metrischen Reihe eine Änderung der Parameter um ganze Zahlen. 
Überdies kann man sich noch der schon oft erwähnten Gauss'schen 
Rekursionsformoln für verwandle Funktionen bedienen. 

§ 43. Eine weitere Anwendung der hypergeomelrischen Reihe 
macht Kummer auf die schon von Legendre untersuchte Transzendente: 
fM = n(n+l).--.( n +X-l) al F(n+A D) l+t< it)> 

wo P (X, n) der allgemeine Koeffizient in der Entwicklung 

( 1 -j- a 2 — 2 a cos <p)~ a = P 0 -| - 2 P l cos <p + 2 P, cos 2 <p -J 

') So hat besonders E. Heine den Zusammenhang der elliptischen Funk- 
tionen mit den hypergeometrischen Reihen studiert. Um aber die doppelte 
Periodizilät zur Darstellung bringen zu können, fand er sich genötigt, die verall- 
gemeinerte hypergeometrische Reihe einzuführen. Diese verallgemeinerte byper- 
geomelrische Reihe ist definiert durch die Gleichung 

(l-q)(l-qr) 

(l-q")(l-q"+ 1 )(l-q/>)(l-q/ > +l) t +1 

d-q)(l-q*)(l-q>')(l-q>'+ 1 ) 
Heine behandelt diese Keihe in ähnlicher Weise, wie Gauss und Kummer die 
Gauss'sche Reihe behandelt haben. Siehe darüber Crelle, Bd. 32 und 34, sowie 
Heine: Theorie der Kugelfunktioneu etc. 2. Auflage. Zusatz zum zweiten Kapitel: 
Die hypergeometrischen Reiben. Seite 97 und ff. 

G 
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ist. Schon Gauss hal versucht, die Koeffizienten einer ganz ähnlichen 
Entwicklung durch hypergeomelrische Reihen darzustellen, was wir an 
anderer Stelle erwähnten. Auch haben wir dort die innige Beziehung 
dieser Entwicklung für einen speziellen Wert des n zu den Kugelfunk- 
lionen betont. 1 ) Da Legendre's Untersuchungen der Transzendenten 
P (A, n) für nahe an der Einheil liegende Werte des Argumentes a 
durchwegs nur schwach konvergierende Reihen ergaben, liegt es 
Kummer daran, diesem Ibelsland abzuhelfen, was ihm vermittelst 
seiner Transformalionssätze auch gelingt; zugleich weist er daraufhin, 
dass alle Eigenschaften, die über diese Funktion bereits bekannt ge- 
worden sind, sich auch auf Grund der Theorie der hypergeomelrischen 
Reihe hätten finden lassen. 

Diese Anwendungen der hypergeomelrischen Funktion auf andere 
Funktionen haben gezeigt, dass es zwar vermittelst der Kummer'schen 
Methode nicht gelingt, die von ihm behandelten Funktionen, besonders 
die Theorie der elliptischen Integrale, ganz allgemein auf die Theorie der 
hypergeometrischen Reihe zurückzuführen, dass sich aber vermittelst der 
zahlreichen von Kummer aufgestellten Beziehungen recht wichtige Resul- 
tate bezüglich dieser Funktionen finden lassen. Wir lernen manche 
Funktion auf diese Weise von neuen Gesichtspunkten aus kennen, auch 
haben die Kummer'schen Anwendungen aufs neue den allgemeinen 
Charakter der hypergeomelrischen Reihe bestätigt und die grosse Wich- 
tigkeit und Fruchtbarkeit der Transformationssätze dargelhan. 

§ 44. Der letzle Teil der Kummer'schen Abhandlung unlersuchl 
die Gauss'sche Reihe noch für komplexe Werte des Argumentes. Für 

\ = r(cosy-j-isiii9?) = re lf ' wird die hypergeometrische Reihe 

A«=oo 

»/ o iv, \o(a+l)-(ofil-t)^l)...Wll-l) l a 
K«,^,re *)= 2j AI y (H-l)-- •(/+*-!) cosAy 

A=oo 

Zur Abkürzung wird für den allgemeinen Koeffizienten folgende 
Bezeichnung eingeführt; 

r , , _ aja+1) • • • • (g+l-\)fi{ß+ \) .... ( ß+l-1) 
L ^ * W '- AI / ^_ h l).... (r -flA— 1) - ' 



») Siehe Seite 26. 
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Dann nimmt die hypergeomelrische Reihe folgende einfache Gestalt an 

K(a,ft yi re lv ) = 2 ^(«^rK^cos^+i^ CfaM^nnXy. (1) 

Die Summen auf der rechten Seile erkennt man leicht, als Reihen 
mit reellem Argument, die sich bezuglich der Umformung verhalten, 
wie die Reihe F («, {}, y, x). Wendet man also die früher hergeleiteten 
und zu diosem Zwecke passend umgeformten Transformationssätze auf 
diese Reihen an, so inuss man wieder auf ähnlich gebaute geführt 
werden. Kummer macht zuerst seine Fundamenlalformeln 1 ) für diesen 
Fall verwendbar. Wir führen hier die Rechnung nur für die eine 
Formel durch. Formel (15) Seite 62 lautete : 

f r , x) - (i -x r" f [a, r -ß, r , —■)• 

Für * = re"'' wird sie 

F(a„i, r , re i,f ) - (1 - re V" F (o, y- A r- )• 
Nun ist 

1 — re' v — 1 — rcos^ — i rsiny^=a — ib, wo a= 1 — rcosyj; b = rsin^> 

mod{ l-re"' ^vW-b» = V 7 !— 2rc«sy> + r* = ^. 

Setzt man die neue Phase = »/<, so wird 

b rsin./> 

tg ,/f = — = — i_ und somit 

a l—i 



■rcos<p 

Obige Transformationsgleichung wird nun, wenn wir nur die all- 
gemeinen Glieder nehmen und summieren: 



A=oo 



2c i («,Ar)r A e ii » 

k=0 

X=r>o 



= <r" 



1=0 

Trennt man reellen und imaginären Teil, so erhält man die beiden 
Gleichungen 



') Siehe Seile 62 und 63, Formeln (15) uu.l (16). 
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;=oo 



2 WaJiy^cosly 



1-0 



A=oo 



A=0 



A=0 



A=oo ^ 



cos f» 



— sin 9 



Multipliziert man die Gleichungen mit den beigesetzten Faktoren 
cos <9 und — sin <9, wo « eine beliebige Grösse ist, und addiert, 
so werden die beiden Formeln zusammengefassl in die eine Gleichung: 

Jt=oo 

= <T" 2 c * («»r-ft r> f-~ ) cos r ^ C v> | »/')+« M' + «] *2) 

A=0 * ' 

In analoger Herleilung würde sich für die Transformationsformel 
(U>), Seile 63, die Gleichung ergeben: 



1=0 



X=oo 



= n(r-i)n(a-r)mß-r) V? c , +M +1 , 
/i(i-r)n(o-i)/7(,5-i) ~i 7 

1=0 



2-r)r A+1 y cos[(,l-fl- r ) f f «] 



Mit Hilfe dieser Transformalionsgleichungen gelingt es Kummer, 
eine grosse Zahl der in der Analysis bekannten nach sin und cos der 
Vielfachen eines Bogens fortschreitenden Reihen herzuleiten. Um nur 
ein Beispiel zu geben, setzen wir in Gleichung (2) 

a = 1, ß = l, r — 2 und » = dann wird 
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A«=oo 

2 ^(1,1, 2)r*cus(A+l) f 

i=oo X 



1=0 

Oder entwickelt 



irosy?_ rcos2y> r*cos3^_ . 
T™ ' 2 1 3 

1 [~cos(y>-|~?/>) rcos2(f -f- »/•) r*cos3(f»+i/A I 



Weil aber 



cosy rcos2y? r 2 cos3y? 
1 ~2~ 1 ~3" ' 



*= — ~^rLog(l— 2cosyw -fr»)=- * Log^, 

so wird 

rcos(p -f y) r g cos2(y-f-t,r>) r 9 cos3Q-f i//) 
~~ L ° g * ^2 + ^3 + 

Diese Formel wird von Kummer weiter spezialisiert. Weitere 
zum Teil neue Reihen-Entwicklungen, die nach sin und cos fort- 
schreiten, werden auch für die vollständigen, elliptischen Integrale auf 
gestellt, auf deren Vorführung wir hier aber verzichten. Endlich ver- 
sucht Kummer auch noch die Entwicklung gewisser hypergeomelrischer 
Roihen in Fourier'sche Reihen, so wird z. B. die Reihe F (a, /?, y, cos* v) 
in dieser Weise entwickelt. Es führen ihn aber derartige Entwick- 
lungen bereits auf Reihen der Form 

aßl a(a+l)ß{ß+l)A(A+l) 

f l-r-v ^ i.2 r (H-iMv+i) ^ 

auf welche seine Methode keine allgemeine Gültigkeit mehr hat. 

Dieser Paragraph hat gelehrt, dass die Einführung komplexer 
Werte für das Argument Kummer in den Stand gesetzt hat, die hyper- 
geometrische Funktion für die Entwicklung von Reihen nach Potenzen 
von r und sin und cos der Vielfachen des Bogens <p in der ausgiebigsten 
Weise verwendbar zu machen. 

§ 45. Wir haben nun die reichhaltigen Arbeilen Kummers über 
unsern Gegenstand besprochen und können rückblickend zusainmen- 



Digitized by Google 



— 86 — 

fassen, dass der Schwerpunkt derselben darin liegt, eine allgemeine 
Methode gefunden zu haben, nach welcher sich alle partikulären Inte- 
grale der Differentialgleichung 2. Ordnung der hypergeomelrischen Reihe 
finden lassen und nach welcher sich das Transformationsproblem der 
Reihe in einfacher, übersichtlicher und verhältnismässig vollständiger 
Weise lösen lässt. 

Wir schliessen hier unsere Untersuchung ab und können das um so 
eher, als die Arbeilen Kummers auch in der Thal einen natürlichen Ab- 
schluss bezüglich der Theorie der hypergeomelrischen Reihe bilden. Bis 
dahin war das Studium der Eigenschaften der Reihe selbst Hauplzweck 
der Untersuchungen; dabei bediente man sich zweier verschiedener 
Wege: der eine machte die Reihe F(a.ß,r, x) zum Ausgangspunkt seiner 
Betrachlungen, während der andere die Eigenschaften der Reihe aus 
deren Differentialgleichung zweiler Ordnung zu erschliessen suchte. 
Die spätem Bearbeiter 1 ) wählten dann mit Vorliebe als Ausgangspunkt 
ihrer Untersuchungen den Integralausdruck, auch trugen die spälern 
Untersuchungen nicht nur zur Kenntnis der Reihe selbst und der darin 
als Spezialfälle eingeschlossenen Funktionen bei, sondern legten den 
Grund zu den grossen Forlschrillen in der Theorie der linearen Diffe- 
rentialgleichungen und der Theorie der analytischen Funktionen. 



') Vou den spätem Bearbeitern erwähnen wir Jacobi: Seine Untersuchungen 
SihlicBsen sich den Kummer'schen ziemlich an. Er befasst sich hauptsäch- 
lich mit den Integralen der Differentialgleichung. Die Arbeit ist jedenfalls bald 
nach den Kummer'schen ausgeführt worden, wurde aber erst im Nachlasse ge- 
funden und von E. Heine im Journal v. Grelle, Bd. 5ti, im Jahre 1859 veröffentlicht. 
Riemann (Werke IV): Er hat eine kurze, aber ausserordentlich reichhaltig'* 
Arbeit über unsern Gegenstand geschrieben, die eine neue Methode zur An- 
wendung bringt und Fuchs den Anstoss gab zur Begründung seiner Theorie der 
linearen Differentialgleichungen. Weiter wären zu nennen: E. Heine. Sehlnfli 
( Math. Annalen 1870), Schwarz, Klein. Goursat u. a. 
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